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摘要：描述了一种基于 ,-./01展开的分步有限元数值格式，该法在时间上进行分步计算，在空间上
采用标准的 2-/31456有限元格式 !对该数值格式的稳定性分析表明，该法在时间和空间上均具有三
阶精度，数值稳定性好，在库朗数 " 7 #的范围内均收敛 !相比于 ,-./0182-/31456法，本有限元法不包
含高阶微分项，适用于非线性多维问题及具有复杂边界形状的流动 !该法具有计算简便、精度高、数
值稳定性好等优点 !
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有限元法适用于求解具有复杂边界形状的流动 !;-<5318=>043?（;8=）方程和对流扩散方程由于非线性对
流项的存在，而使空间离散格式成为非线性非对称的形式，而常规的有限元法实质上是一种中心格式，当对

流项较强时，如果有限元网格不适当，在数值解中就会出现振荡失真 !为消除这种振荡失真，可以采用加密有
限元网格的途径，但这势必会增加计算机的内存和计算量，往往是不经济的 !这时人们就计算格式本身提出
了各种解决方法，如迎风有限元法 !
迎风有限元法的基本思想是在加权函数中采用考虑上游效应的不对称权函数，其中 =@A2（=>13-B8/563

@CD56E F A3>10<82-/31456）法［#］精度较高；,-./0182-/31456有限元法［!］将对流扩散方程分解为对流方程和扩散方
程两部分，将对流部分在时间展开至二阶，再结合标准的 2-/31456有限元空间离散 !这种格式稳定性较好，且
提高了计算精度，相比于 =@A2法，不必修改自由参数 !但 ,-./0182-/31456有限元法在时间上只有二阶精度，为
了取得稳定性的数值解，计算时间步长必须较小，即库朗数 "# 必须小于 # $!$ !另一种再如 G-H8I36E10JJ有限
元格式［$］，其出发点是在对流项中以空间导数代替 ,-./01展开式中的时间导数；而三阶精度的 ,-./0182-/31456
有限元法具有更大的稳定域［!］，但由于高阶微分项的存在而使得数值离散和边界处理比较困难，特别是在求

解非线性多维问题时，这种困难尤其显著 !目前还没有见到应用三阶的 ,-./0182-/31456法求解 ;-<5318=>043?流
动的文献［+，%］!
基于 ,-./01展开的思想，又不至于出现高阶微分项，本文提出了一种新的有限元格式，该法时间上分为

三步，空间上采用标准的 2-/31456空间离散 !由于不必计算高阶微分项，故适于求解非线性多维问题 !通过精
度及稳定性分析，得到该法具有三阶精度和更大的稳定域，在库朗数 " 7 #的范围内均收敛 !分析中采用了纯
对流方程，为了显示分步有限元法的精度，给出了直观的算例，表明了该格式的适用性 !

’ 分步有限元数值格式
考虑对流扩散方程：
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式中：%———浓度；’(———速度；*———扩散系数；+%———源项 !在时步上进行 ,-./01展开，有
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如果把式（!）分解成两步：
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空间离散采用标准的 #$%&’()*有限元法，这就得到了两步+$,-.&*/’011有限元格式 &这种格式计算对流较
强流动问题是稳定的，并有较高的精度，但是还不具备一致 23+条件（即库郎数 ’( 小于 4）& 如果把式（!）分
解成三步：
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空间离散仍采用标准的 #$%&’()*有限元法，这就是本文提出的新有限元格式，它保留了 6$7%0’-#$%&’()*格
式的优点，如三阶精度，同时又具备一致 23+条件，即在库郎数等于 4时也能收敛 &该法具有精度高、稳定性
好和计算简便之特点，与 6$7%0’-#$%&’()*法相比，不包含任何新的高阶微分项，可用于解决非线性多维流动问
题 &以纯对流方程为例，分析分步有限元法的精度及稳定性，并与两步 +$,-.&*/’011及 6$7%0’-#$%&’()*有限元
格式相比较 &

! 稳定性分析

先以一维纯对流方程!!
!" 8 )* !* 9 :为例，对两步 +$,-.&*/’011 格式和本文的有限元格式分别进行稳定性

分析，比较各种格式的稳定条件，结果如下 &
两步 +$,-.&*/’011有限元法具有二阶精度且稳定条件为
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本文的有限元法具有三阶精度，且分步有限元法对于 ’( 9 4 也是稳定的，稳定区间明显大于两步
+$,-.&*/’011格式 &三维情况下的数值稳定性分析比较复杂，实际进行分析的很少 &由于本文提出的有限元格
式的优点之一是求解多维问题，因此有必要针对三维情况下进行数值稳定性分析 &
对于三维纯对流方程
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其中!+，!,，!- 为 +，,，- 方向上的流速 &应用 #$%&’()*有限元法得

$ .%"
.#!（
!!
!" #!+

!!
!+ #!,

!!
!, #!-

!!
!-）/+/,/ - $ : （=）

由此可得到三维放大因子和格式精度，下面简要给出主要结论 &
二步 +$,-.&*/’011有限元格式的放大因子
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本文分步有限元格式的放大因子
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参数 0 定义为 0 $｛’(+!（$）# ’(,!（%）# ’(-!（$）｝ （4:）
其中
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式中：2+———+ 方向的计算步长；’(+———对应的 + 方向的库朗数 &
对于二维情况，参数 0 定义为
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! "｛#$%&（!）’ #$(&（"）｝ （!!）
图 !绘出了分步格式和两步格式的稳定域，虚线为两步的 "#$%&’()*+,,格式的稳定区域，实线为本文提

出的格式的稳定区域，可见在二维和三维情况下本文的有限元格式都具有更大的稳定域 )

图 ! 稳定域
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0 算 例

为了检验本文分步有限元

法的精度，求解纯对流方程：
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取流速分布为涡旋流速场：
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式中：%!———% 方向坐 标 值；
%/———( 方向坐标值；+!———%
方向流速；+/———( 方向流速 )
定义污染物在涡旋流速场

中随水流输移 /!角时刻为“旋转一周”；用 - 方向高度来等比例的表示污染物浓度，起始状态的污染物浓度
分布类似于“山”的形状 )计算结果如图 /所示，对于二步有限元格式，当集中质量矩阵代替均匀质量矩阵之
后，则结果类似于 "#$%1’()*+,,有限差分格式 )图 /（2）表示出由集中质量有限元法得到的结果，时间步长为
3 )3!45 6 )第一周的振荡约为山高的 /4.，由于振荡增长得很快，在第二周以后根本得不到解 )图 /（7）表示出
了由非集中质量矩阵得到的结果，采用雅可比迭代法解有限元方程，明显提高了精度，为得到稳定解，仍采用

较小时间步长 )一周后山脚下的振荡约为山高的 5. )对于分步有限元法采用了相对较大的时间步长，一周
后的计算结果见图 /（)），表明三步有限元法对于较大的时间步长是稳定的，山的形状基本类似于小步长的
二步格式 )由此可见，三步有限元法的精度明显优于两步法，且稳定性更好 )

图 1 旋转一周后“山”的形状
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! 结 论

本文提出的分步有限元法在时间上以分步形式逼近台劳展开的高精度项，空间上采用标准的 !"#$%&’(
有限元格式 !通过在三维情况下的精度及稳定性分析，表明该法在时间和空间方向上均具有三阶精度，比
)"*+,$(-%.//格式具有更大的稳定域，在库郎数 "# 0 1 2 3的范围内均收敛 !与 4"5#.%+!"#$%&’(有限元格式相
比，本格式不包含高阶微分项，所以适用于非线性多维问题极其具有复杂边界形状的流动 !
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