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关于芬纳公式的修正
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摘要：根据隧洞施工期和运行期不同的受力情况，导出深埋隧洞塑性区不同的芬纳公式，确定无限

大匀质体中轴对称圆洞的塑性范围，并给出公式的适用条件 +对算例的结果进行了芬纳公式修正前
后的比较 +
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芬纳公式、修正的芬纳公式和卡斯特纳公式［#，!］给出了无限大匀质体中轴对称圆形隧洞塑性圈范围与

材料抗剪强度、初始地应力和洞内周边匀布荷载的关系 !这一公式在隧洞工程中得到相当广泛的应用，可以
用它来估计地下隧洞的塑性区，确定隧洞内部需要支护的压力，分析洞壁产生的位移等 !但是在以往的文
献［)，*］中，公式的推导与洞内周边的匀布荷载大小、塑性区产生的原因无关 !实际上，由于塑性屈服条件
012345167189准则以主应力表示时，对于不同的洞内压力，第一主应力可能是径向应力，也可能是环向应力 !
因此，对不同荷载，隧洞分析所采用的芬纳公式应有不同的的表达形式 !

! 隧洞开挖及支护
在有地应力（压应力）情况下，隧洞的开挖卸荷产生应力重分布，使隧洞围岩产生塑性区 !对于匀质各向

同性岩中的深埋圆形隧洞（图 #），假定地应力为 ""，内压为 "，侧压力系数为 #，隧洞无限长，凝聚力 # 和内摩
擦角!为常数，则隧洞的弹塑性分析可视为轴对称问题 !设隧洞开挖的内径为 $#，塑性区的范围为小于 $" 的
环形区，先分析塑性区的应力 !

图 ! 圆形隧洞弹塑性区
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不计体力时，轴对称问题的平衡微分方程为
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环形塑性区内的屈服条件采用 012345167189准则
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应力以拉为正，式（!）若以主应力表示（设"#!"!!")），则为
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此时，"# A"$，") A"#，代入上式，可得
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求出方程（&）的解，"$ A #@1;!. ## $
!>?=!

# B >?=!，代入边界条件（"$）$ A $#
A B "，解出 ##得
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以上为环形塑性区内的应力 ’对于弹性区（ !! !%）内的应力和位移，可根据弹性力学中的拉密解答给出 ’
设 ! * !% 处的应力为!!%，远处地应力为 %+，则有
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可见，!! -!# * . %%+，该式在 ! * !% 处亦成立，将其代入式（/），有
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这就是通常的芬纳公式，以往均以此确定弹塑性交界面的位置 ’

! 运 行 期
对于水工压力隧洞，运行期洞壁将承受内水压力 ’当内水压力很大时，洞周岩体也可能形成塑性区 ’此

时，内水压力可视为均匀压力，仍为轴对称问题 ’但应用 2"3456"78"9:屈服准则时，由于径向压应力较大，环
向压应力较小，甚至成为拉应力，所以第一主应力应为!#，即!#!!! ’令!$ *!#，!; *!! 则式（/）成为
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以上为环形塑性区内的应力 ’对于弹性区（ !! !%）内的应力和位移，与前面类似，由拉密解答，可得出与
式（,）相同的弹性区应力，且同样有!! -!# * . %%+ ’该式在 ! * !% 处亦成立，将其代入式（$+）得

!! " $ #!"&" $ %+（$ & &’("） （$;）

它应与式（$%）中的（!!）! * !%
相等，由此解出
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" 结论及适用条件
用于分析轴对称深埋隧洞塑性区大小的芬纳公式（1）具有局限性，只能用于因开挖卸荷引起且支护压力

不大时的塑性区分析 ’对于因运行期高内压产生的塑性区，原芬纳公式不适用，应修正为式（$/）’因此，分析
轴对称深埋隧洞塑性区的公式应包括（1）和（$/）两个，这两个公式的适用条件如下 ’
开挖产生塑性区的条件可根据式（1）得到 ’只有当（1）中方括号内的值大于 $，才能使 !% ( !$ 大于 $，出现

塑性区 ’这就要求
% " %+（$ $ &’("）$ #!"&" （$=）

同样，成洞后施加内压时出现塑性区的条件可根据式（$/）得到 ’此时要求（$/）中方括号内的值小于 $，
那么内压 % 就必须满足
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! 算 例

圆形隧洞围岩的凝聚力为 ! ! "#$%，!! &’"，地应力 #( ! "(#$% $将这些数据代入式（"’）得 #!) $)*#$%，
若代入式（"+）得 #"", $,-#$% $这就是说，隧洞开挖（此时 # ! (）或支护压力小于 ) $)*#$%时，肯定会因卸荷

图 " 隧洞塑性区范围与洞内压力关系
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而产生塑性区 &塑性区的范围由式（.）求出 $只有在施加支护压力，且
支护压力的值大于 ) $ )*#$%时，才能消除塑性区 $当内水压力太大，
超过 ", $,-#$%时，又会出现因内压造成的塑性区 $此时，塑性区大小
由公式（"&）确定 $图 )实线示出塑性区半径与洞半径之比随洞内压
力 # 的变化情况 $若采用原芬纳公式，则变化规律如虚线所示 $它表
示不管 # 多大，都不会出现塑性区，显然是不合理的 $
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