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摘要：推导了弹性支承梁横向自由振动模态的特征方程，计算了几种不同弹性支承梁的前几阶反映

固有频率的无量纲特征值，提出了刚架模态分析的弹性支承梁方法 ’算例表明，将弹性支承梁法应
用于平面刚架弯曲振动模态分析，能取得较好结果 ’
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在动力分析中，结构模态（包括固有频率及相应的模态函数等主要动力特性参数）分析是否准确，是人们

一直关注的问题 ’关于梁在一个平面内的横向自由振动的分析，文献［# - ,］给出了刚性边界条件下的精确结
果，其中文献［&，,］还讨论了弹性地基上的梁的振动问题 ’对于有个别集中的弹性支承的情况，目前比较常用
的是近似方法，如利用 ./01/2345.267方法近似计算基频和低阶固有频率及模态函数［!，$］’对于实际工程结构
如刚架、组合结构的动力分析，尤其是模态分析，多半采用近似方法进行估计 ’最常用的方法有集中质量
法［#，$，&］、矩阵位移法［#］、模态综合法［$ - ,］、有限元法［!，$］以及动力刚度法［8，9］等 ’本文将一般的弹性支承作为
边界条件引入，从而建立了求解梁的横向自由振动模态所满足的精确的特征方程 ’对于简单刚架的动力分
析，本文将考虑刚架的部分杆（梁）单元，视其他部分对它的影响为弹性支承 ’只要求出这些弹性支承的动刚
度系数，则可直接应用本文推得的精确方程来研究刚架的模态 ’

图 ! 一般弹性支承梁
"#$%! &’(’)*+ ’+*,-#. /’*)#($ /’*0

! 一般弹性支承梁的动力分析和特征方程
考虑图 #所示一般弹性支承均质梁 !" 在 #$% 平面内的横

向自由振动 &设梁长为 ’，截面积为 !，密度为!，抗弯刚度为
()，!，" 两端在垂直方向的线位移弹簧刚度分别为 *#，*!，角位
移弹簧刚度分别为"，#&以梁在变形前的弹性线取作 # 轴，用
%（#，+）表示梁的 # 截面在时刻 + 的横向位移 &定解问题是
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设方程（#）的第 / 阶振动位移为
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!" #，( )$ % &" ( )# !"# !"$ ’"( )" （$）
式中：&"（#）———" 阶模态函数；!"———" 阶固有频率；""———初相角 (将式（$）代入式（%）可得模态函数：

&" ( )# % )%!"#*# ’ )&’(!*# ’ ))!"#**# ’ )+’(!**# （,）
将式（$）代入式（&）-（.）并消去 !"# !"$ /"( )" ，经移项并作无量纲化处理后，得到关于系数 )%，)&，))，)+ 的

齐次方程组
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由方程组（1）取得非零解组的充要条件 456! 7 0，得到与第 " 阶固有频率对应的特征值 , 7%" 所满足的特征

方程为

,1 % + ’(!,’(!*[ ], ’ ,, + -# ’ -( )$ !"#,’(!*, ’ ’(!,!"#*( )[ ], ’ ,$ + &-#-$!"#,!"#*[ ], ’
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由特征方程（%&）可求出 , 的从小到大排列的正根%%，%&，⋯，%"，注意到%" 与固有频率!" 满足（%%）或
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一旦求出!"，再代入方程组（1）可求出 )&，))，)+用 )%来表示的结果或 " 的基础解向量，然后代入（3）就可
以写出第 " 阶模态函数 &" (

! 模态分析举例
下面列举几种不同的支承情况 (

"# 两端对称的角位移弹性支承固定梁（图 &）(令 -.%"8，-.&"8，- 7 -# 7 -$ 7#/01，可得频率特征方程

&,&!"#,!"#*, + &-, ’(!,!"#*, + !"#,’(!*( ), ’ -& % + ’(!,’(!*( ), % 0 （%+）

$# 左端固支右端仅有一线位移弹性支承梁（图 )）(令 - 7 ./)

01，由式（%&）可得频率特征方程为

,) % ’ ’(!,’(!*( ), + - ’(!,!"#*, + !"#,’(!*( ), % 0 （%.）
%# 左端固支右端有一角位移弹性支承固定梁（图 +），其频率特征方程为

, ’(!,!"#*, + !"#,’(!*( ), + - % + ’(!,’(!*( ), % 0 （%$）

图 & 一端线位移弹性支承梁
’()#& *+",-(% $."/(0) $."1 2(-3
+(0."/ 4(,5+"%.1.0- "- 60. .04

图 ! 角位移弹性支承固定梁
’()#! *+",-(% $."/(0) /()(4 $."1 2(-3
,711.-/(% "0)+. 4(,5+"%.1.0- "- -26 .04,
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其中 ! !!"#$ ! !!%

图 ! 一端角位移弹性支承固定梁
"#$%! &’()*#+ ,-(.#/$ .#$#0 ,-(1 2#*3

(/$’- 0#)4’(+-1-/* (* 5/- -/0

6 弹性支承梁法在平面刚架模态分析中的应用
对于简单的无侧移的平面刚架模态分析，可以采用下面介绍

的弹性支承梁法 %即取刚架的某段作为研究对象，并视为弹性支承
梁，而将去掉部分的影响用弹性支承代替 %其刚度系数应视为动刚
度系数，用解强迫振动的方法予以计算 %然后令强迫广义力的频率
等于弹性支承梁的固有频率"&，从而建立起"&（或 ’）应满足的频
率特征方程进而求出"& 和相应的模态函数 %现以图 "所示刚架来
说明弹性支承梁法 %
设折杆 ()*，以 (，* 为固支端，()!)*，) 为刚接点，() 段与 )* 段的抗弯刚度、单位长度质量、杆长

分别为 #$，#(，" 与 #$#，#(#，"# %试建立该平面刚架的频率方程并计算出当 #$ ! #$#，#( !#(#，"# ! #$"" 时
的固有频率"#，"% %
将图 "中的 )* 杆去掉，用角位移弹性支承代替，因为 )* 杆的拉压变形比起 () 杆在 ) 处的弯曲变形

属高阶微量，因此认为 () 杆的 ) 端在垂直方向的位移为零 % () 杆可简化为图 &所示的弹性支承梁模型，易
知 () 段的频率特征值由式（#’）决定，由（#’）得到
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# , ()*’()*-’ （#.）

! + #$
"

’（()*’*+,-’ , *+,’()*-’）
（# , ()*’()*-’） （#/）

图 7 刚架 !"#
"#$%7 8#$#0 9.(1- !"#

图 : 求!模型
"#$%: ;50-’ 95.
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!反映了去掉的)* 段的影响 %不过!不能采用
静刚度值，而必须认为是与激励频率$有关的
动刚度系数 %为此，建立图 ’所示的模型来计算

!%设 ) 端作用一交变力偶矩 -0*+,$.（-0 为力

偶矩幅值，$为其角频率）%计算出 ) 端的转角

%) !%0*+,$.，则
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式（#1）中 /0
# ( )0 是图 ’ 中梁 )* 的挠度

1# 2#，( ). 的振幅函数 /# 2( )# 在 2# ! 0 处的转
角 %仿照前面的做法，可知振幅函数可表示为

/# 2( )# + )#*+,3# 2# 4 )%()*3# 2# 4 )2*+,-3# 2# 4 )&()*-3# 2# （%0）
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式中 5 + 3#"# +
&
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为了确定刚架的固有频率，令$!"&，并比较（#/）与（%%）可得到
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由此得到刚架共振时"& 所满足的特征方程
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引入相对刚度系数
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图 ! 相对刚度变化
"#$%! &’()$* +, -*.(/#0* -#$#1#/2

) ( )! ,!的相对变化见图 -，则特征方程（)*）简记为
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利用 !"! / !"，"+! /"+，#! / !0+#，易知 $ / !0+’，于是方程（)*）化
为

( )) ’ & )
1 ) !0+( )’ ( ( （)2）

式中 )（’）由式（)+）确定 -
用二分法算得满足（)2）的频率特征值为（ ’ /!,）：!! / )023.，

!) / *0)**，!1 / +0(31，!* / .023*，!+ / -0.!2 -因而各阶模态函数可以完全确定下来 -
刚架 +./ 的各阶模态函数可分段表示 - +. 段由式（-）表示，./ 段由式（)(）表示，但其中的 *! 表达式

（)!）中的$应改为#, -注意到 * / *! /
*
"+
!"#

)! ,，利用边界条件与变形协调条件，模态函数可表示为

( )+. 0 1 ( +! "#$*1 &%)%&"*1 % "#$’*1 %%)%&"’[ ]*1" 1 " #
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!

（)3）

式中 +!是任意的，但%)，%+，%.之值对于不同的模态函数则有不同的结果 -例如一阶模态函数：一阶固有频

率#! /
)023.)
#)

!"
"!+，* / )023.

# ，%) / 4 (0232，%+ / 4 !03.-，%. / !032* -于是一阶模态函数得以确定 -分段表示

如下：

( )+. 0 1 ( +! "#$*1 % (0232%&"*1 % "#$’*1 & (0232%&"’[ ]*1

./ 0! 1( )! ( +! % !03+-"#$*1! & !032*%&"*1! & !03+-"#$’*1! % !032*%&"’*1[ ]! (" 1!" #!

作为特例，如果让 +. 杆与 ./ 杆完全一样，于是方程（).）化为 )（’）/ ( -代入式（)+），即得
56$’ ( 56$’’ （1(）

由此可见，这时的刚架都可简化为左端固支右端铰点的梁 -令 )（’）/ (，由图 -或式（1(）可求得
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图 3 三杆刚架
"#$%3 4#$#1 ,-(5* 6#/’ /’-** 7*(58

这些结果与经典结果［! , *］一致 -
对于图 2 所示的三杆刚架结构，代替总刚度为零的方程
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将（#$）代入（&&），用二分法求得前 $阶频率特征值为

!! $ #()*"，!# $ &("’%，!& $ %(%#$，!% $ $(!’*，!$ $ "(’*#

求出一阶固有频率"! +
#()*"#
%’

#
&’’
#(! ’

)此结果与文献［"，,］一致 )

可以证明：对于图 "、图 )刚架的模态频率方程（#"）与（&!），同采用有限梁精确求解的方法（即利用边界
条件与变形协调条件严格求解）所得结果完全一样 )然而，后者显然比较麻烦 )

! 结 论

"# 本文推导了一般弹性支承梁横向自由振动特征方程，得到各种不同弹性支承下的结果 -
$# 应用弹性支承梁方法对无侧移刚架进行模态分析可以得到精确结果 )让系统发生第 * 阶共振，令结

点总刚度为零的方程通过二分法可求得各阶特征值与固有频率，进而确定刚架的模态函数 )当系统共振时，
结点的总刚度为零 )对一阶共振而言，刚度相对大的杆段的相对刚度系数为正，而刚度相对小的杆段的相对
刚度系数为负，符合结点弯矩平衡条件 )

参考文献：

［!］龙驭球，包世华 -结构力学教程（下册）［.］-北京：高等教育出版社，!**$-$! / "%-
［#］郑兆昌 -机械振动（上册）［.］-北京：机械工业出版社，!*)’-&#* / &%!，&%" / &$"，&,) / &)$，%#* / %$&-
［&］刘延柱，陈文良，陈立群 -振动力学［.］-北京：高等教育出版社，!**)-!&# / !$!-
［%］翁致远 -结构振动理论［.］-上海：同济大学出版社，!*))-*% / !!#，!!) / !!*-
［$］0123425 6 0- 017289 2: ;<=8>?<25 @<?1 >AAB<C>?<254［.］- D7@ E78479：F5C，G5HB7@22I JB<::4，!*,#-#,! / #,%，#)# / #)"，&#’ / &#"-
［"］黄玉盈 -结构振动分析基础［.］-武汉：华中工学院出版社，!*))-!) / ##-
［,］JB2KH1 L 6，M75N<75 E-结构动力学［.］-王光远等译 -北京：科学出版社，!*)!-&, / %#-

%&"’()* +,"-)./ +,"0 1,(234 53- 134, 6."&7’)’ 35 8)/)4 9-"0,

:%;< 8=>2")!，?@A B),#，:%;< B),#

（! ) &+,- ./0*+ 1/023"0450*6 ’*,-0-"-7，8/7*90+*6 #!#’’&，./0*+；
# ) .:44767 :; .0<04 &*60*77=0*6，>:/+0 ?*0< )，@+*90*6 #!’’*)，./0*+）

6$’(-"*(：017 C1>8>C?78<4?<C 7OK>?<25 2: :877 ?8>54;7847 ;<=8>?<25 32I7 2: 7B>4?<C =7>8<5H =7>34 <4 I7IKC7I，>5I ?17 525P
I<3754<25>B C1>8>C?78<4?<C ;>BK74 2: >5?78<28 4?7A4 87:B7C?<5H ?17 :<Q7I :87OK75C9 >87 C>BCKB>?7I :28 47;78>B I<::7875? 7B>4?<C
=7>8<5H =7>34- 017 7B>4?<C =7>8<5H =7>3 37?12I <4 I7;7B2A7I :28 32I7 >5>B94<4 2: 8<H<I :8>374- 017 A87475? 37?12I <4
>AAB<7I ?2 ?17 32I7 >5>B94<4 2: =75I<5H ;<=8>?<25 2: > AB>57 8<H<I :8>37，>5I ?17 874KB? <4 4>?<4:>C?289 -

C,7 D3-4’：8<H<I :8>37；32I7 >5>B94<4；7B>4?<C =7>8<5H =7>3 37?12I

&!第 &’卷第 #期 彭如海，等 刚架模态分析的弹性支承梁法




