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非饱和土的有效应力原理与弹塑性模型研究
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摘要：从孔隙水的保存状态出发，利用向后雄二的吸力效果理论，将饱和土的弹塑性模型推广到非

饱和土 (推广方法概念清楚，适用性广，新引入的试验参数少且能由三轴试验测定，是否可行还能通
过三轴试验加以检验，具有较大的实用性 (
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众所周知，饱和土是二相体，非饱和土是三相体 (非饱和土由于吸力的存在，其力学性质要比饱和土复杂
得多，故饱和土的有关理论不能直接应用于非饱和土 (向后雄二［#］根据非饱和土中孔隙水的保存形式提出，
吸力有两种不同作用效果：（.）使有效应力增加；（/）使屈服应力及与塑性变形相反的土骨架刚性增大 (这为
利用饱和土的研究成果建立非饱和土的有关理论提供了一条有效途径 (笔者据此将剑桥模型推广到非饱和
土，并对推广方法的有效性进行了试验验证 (

图 ! 假想的非饱和土块模型
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! 非饱和土的有效应力原理
在非饱和土中，孔隙水有 $ 种存在形式：（.）吸附在土粒

表面的结合水，因所占的含水量一般不变，可视为土粒的一部

分；（/）包围在土粒接触点周围形成弯液面的自由水（以下称
毛细水），因在孔隙内非连续存在，所以仅影响两土粒间的作

用力；（0）充满孔隙的自由水（以下称重力水），因在孔隙内连
续存在，所以与土骨架和孔隙中的气一起分担作用于土体界

面上的垂直全应力 (为探明非饱和土的有效应力原理，考察图
#所示的假想单粒非饱和土块模型（单元第 ! 列两侧全为空
气，土粒接触点周围均有毛细水，第 , 列两侧充满了重力水，
土粒接触点周围均没有毛细水，第 #，$列在空气的一侧，土粒
接触点周围有毛细水）(定义

! " ! #
$ " !% & ’( （#）

式中：$———土块模型的面积；!%———作用于土界面上的垂直全应力；’(———孔隙气压力 )
取波形断面 *—*，由于 ’(" ’+（ ’+ 为孔隙水压力），所以在毛细水和重力水作用的面积上有吸力 , 1

’( 2 ’+ 作用，另外在 *—* 断面上还有#-和.，但 . 是为平衡空气与毛细水的压力差产生的 )根据图 #中各

力的平衡关系可得

! #- /!.-
$ " ! / 01, / 02, （!）

式中：.- 1 .034!；$01，$02———重力水和毛细水 *—* 断面上所占面积在水平上的投影 )由于! .- 2
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! "#$ ! "，所以

! %&
! ’ (& ’ ( ) "*$ （#）

式（$）表示抵抗土体变形的应力，式（#）表示引起土体压缩的应力 +两式有时需要分开使用 +设 (* ! "*$，
(# ! "#$，($ !（"* % "#）$ ! "$，根据上述分析可知，(* 和 (# 分别为向后雄二提出的吸力作用效果对应的定量
值 + (# 只影响土体的塑性变形而不影响土体的弹性变形（ (*，(#，($ 分别称为有效应力、内部应力、吸力应
力）+
虽然式（$）表示作用于土块模型面积上的平均应力，但非饱和土的抗剪强度往往不受式（$）控制而受式

（#）控制 +因为实际的非饱和土，很多土粒接触点没有毛细水，土体往往会先从这些点开始破坏，进而使破坏
区逐渐扩大 +但试验得出的抗剪强度一般是受式（#）控制的，因为渐近性破坏不可能在较短的时间内发生 +以
往根据失稳边坡反算出的抗剪强度往往介于试验得出的强度峰与残余强度之间，其主要原因就在于此 +

! !" 和 !# 的确定方法

为定量求出 (* 和 (#，轻部大藏［$］提出了“最干燥水分曲线”的概念及推求方法 +所谓最干燥水分曲线，即
为不含重力水的水分特征曲线，它可由实测的脱水和吸水曲线求得 +将饱和的试样装入非饱和土试验用的三
轴仪器内，逐级施加空气压力，测定排水量和体积变化可得脱水曲线，再逐级减少空气压力测定吸水量和体

积变化可得吸水曲线 +脱水时空气开始进入孔隙所对应的吸力叫空气入侵值 $!，吸水时水突然急剧进入孔
隙所对应的吸力叫水入侵值 $,（它们可分别根据实测的脱水和吸水曲线确定）+从理论上讲，最干燥水分曲
线，基本可用吸力从无穷大开始的实测吸水曲线来表示，但试验时吸力只能增加到陶土板的进气值，所以需

要外延脱水曲线和吸水曲线得到其渐近线（脱水曲线的渐近线为 -. ! -./，-."可认为是结合水所占的含水
量）+当吸力小于空气入侵值时，毛细水变为重力水的机会增加，最干燥水分曲线由实测脱水曲线向下偏离，
可用实测吸水曲线在空气入侵值处的切线表示 +有了最干燥水分曲线，可求得饱和度为 -.（吸力为 $）的试样
(* 和 (# 分别为

(* ’ "*$ ’
-.*

&"" 0 -./
$ ’
（&"" 0 -./）（-. 0 -.1）
（&"" 0 -./）（&"" 0 -.1）

$ ’
-. 0 -.1
&"" 0 -.1

$ （’）

(# ’ "#$ ’
-.#

&"" 0 -./
$ ’
（&"" 0 -.）（-.1 0 -./）
（&"" 0 -./）（&"" 0 -.1）

$ （(）

($ ’ (* ) (# ’
-. 0 -./
&"" 0 -./

$ （)）

式中：-.1——— $ 对应在最干燥水分线上的纵坐标；-.*，-.#———重力水和毛细水所占饱和度（ -./ % -.# % -.*
! -.）+

" 非饱和土的弹塑性模型
饱和土在弹塑性状态下孔隙比 2 与平均有效应力 (&的关系可表示为

2 ’ 2& 0 34 *+
(&
(&&

（,）

式中：34———压缩指数；2&———对应于任意基准的平均有效应力 (&&的孔隙比 +
对（,）式两边微分得

0 -(&
-2 ’ $ +#"#

34
(& （.）

式（.）表示，饱和土的硬度（ / -(&
-2）与有效应力成比例 +在非饱和土中，使土体压缩的应力 (&为 ( % (*，抵抗土

体变形的应力为 (& % (#，故

0"(&
"2 ’ $ +#"#

34
（(& ) (#） （0）

由于非饱和土浸水后其孔隙比与作用应力的关系不依赖于浸水前的应力历史，所以可假定非饱和土的塑性
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体积应变在 !" ! !# 应力面上不依赖于应力路径，式（"）可以改写为
#!!

$

#!" % " & ’
$ ( )%

$
!" ( !#

（$%）

式中：#!!
$———塑性体积应变增量；"，’———以自然对数表示的压缩指数和膨胀指数 *
为求!!

$，把 !# 作为常数，积分可得

!!
$ % " & ’

$ ( )%
&’（!" ( !#）( + （$$）

式中：+ 为积分常积，由试样初始条件确定 *
将初始屈服线在 !"—!# 面上定义为 !" ( !,"（!,"为初始屈服应力），则

!!
$ % " & ’

$ ( )%
&’（

!" ( !#
!", ( !#
） （$)）

!# 是求!!
$ 时的应力点对应的内部应力，与初始屈服应力无关 *以饱和土为对象的剑桥模型假定同一屈服轨

迹上的!!
$ (常数，向非饱和土推广时，仍作同样的假定，非饱和土在轴压缩中能量的平衡关系可表示为

!"#!$ ( -## % .（!" ( !#）## ( !"#!)
$ （$*）

式中：!" ( !/ ! 01 + !2；#!$———体积应变增量；-———剪应力；##———剪应变增量；.———试样在饱和状态下
的抗剪强度线斜率 *
将式（$*）改写为

#!!
$

## % .
!" ( !#

!" & -
!" （$,）

假定土在非饱和状态下也服从相关联的流动法则，由正交定律求得的屈服方程与加载函数为

-
. % & !" &- !"

!%"
( !#（$ & !"

!%"
） （$.）

式中 !%"为等应力状态下（即 - ( %）的 !" *
塑性体积应变的状态边界面（3+3）是由式（$)）（!"为 !%"时）和式（$.）决定的 *由于从式（$.）中不能直接

解出 !%"，所以不能得出 3+3 的精确表达式，但利用 &-4 的展开式可求得 3+3 的近似表达式

!!
$ % " & ’

$ ( )%
［&-

!" ( !#
!," ( !#
］( &-
（!" ( !#）) ( -

).（!" & !#）

（!," ( !#）) & -
).（!" ( !#）

（$/）

其中 !" ( !,"，- ( %时!!
$ ( % *

不考虑渐近性破坏时，临界状态线方程可表示为

- % .（!" ( !#） （$0）
把式（$/）改写为微分形并代入式（$,），即可求得剪应变的增量表达式 *

! 推广方法的有效性验证
采用上述方法将适合于饱和土的弹塑性理论推广到非饱和土后是否还适用，可以通过三轴试验来验证 *

其方法为：一方面根据能量平衡方程和三轴试验结果推求吸力应力的反算值，另一方面根据试样的饱和度和

结合水所占的饱和度用式（/）计算出吸力应力的理论值，然后将两者进行比较 *
试验采用的土料为粘土，其土粒的相对密度为 ) *0%，液限为 ,*5，塑性指数为 $* *,5，颗粒组成为粘粒

*15、粉粒 ./5、砂粒 /5 *试样的制作方法为：给土料加水，成泥浆后放入单向固结容器中，固结成饱和试块
（固结压力加至 *%% 234），再切削成试样 *
三轴试验分 *个过程，即吸力载荷过程，固结过程，轴压缩过程，全试验过程保持 06 ( % *为利用三轴试

验结果求出吸力应力的反算值，将式（$*）两边除以 ##，可得

（! ( !2）
#!$
## ( - % .（! ( !7）(（! ( !2）

#!)
$

##
（$1）

这里，
#!)

$

##
( ’
$ + )$

#（! + !2）
##

*
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轴压缩过程中体积的最小点饱和度变化很小，
!!"
!!

" #所以
!"#

$

!!
" %
$ % #$

!&
!!
，故对于#& 一定的三轴压缩试

验，
!"#

$

!!
" %
&（$ % #$）

!&
!!
，对于 ! 一定的三轴压缩试验，

!"#
$

!!
" # ’将它们代入式（$’）可得吸力应力的反算值

!( ) &
* + ! +［ %

&*（$ , #$）
!&
!!
］ （$(）

! 一定时，式（$(）中［］项可视为 # ’
表 $为吸力应力反算值与理论值计算结果的比较，两者基本相符 ’

表 ! 体积最小点的吸力应力反算值与理论值
"#$%& ! "’&()&*+,#% -#%.& #/0 $#,1 ,#%,.%#*&0 -#%.& (2 3.,*+(/ 3*)&33 #* 4(+/*3 (2 5+/5.5 -(%.5&

编号

吸力过程结束时

( - )*+ # ./ - 0
固结压
力 - )*+

轴压缩过
程中保持
不变的应力

体积最小点

! - )*+ & - )*+ !&
!!

./ - 0
./1 - 0

反算值

!( - )*+ 2

理论值

!( - )*+ 2

,3$ -(.! # ’’’/ .0 ’/ -(. ! -(/ ’$ /$# ’$ .0 ’$ $0 ’- (1 ’. # ’&-’ $#/ ’’ # ’&1$
,3- -(. # ’’/& 01 ’. -(. ! -(/ ’. /.0 ’$ /’ ’’ $’ ’# $-. ’1 # ’.-. $.1 ’& # ’.(’
,3& -(.! # ’’’’ &’ ’’ .(# ! .(( ’1 0// ’. .# ’. $0 ’/ ’# ’- # ’-0& ’$ ’1 # ’-0’
,3. -(. # ’’0& 0. ’0 .(# ! .(1 ’’ ’.1 ’# 0# ’. $’ ’# $/- ’/ # ’/$( $’0 ’( # ’1&(
,3/ -(. # ’($/ 0# ’$ $(1 #& 2 45 .($ ’$ ’’/ ’( $$//# 1. ’0 $0 ’$ $0/ ’& # ’/(1 $1( ’$ # ’/0/
! 3$ -./ # ’(&$ ’& ’/ -./ ! -.. ’1 /10 ’0 ’# ’# $1 ’0 $($ ’$ # ’0’# $’1 ’- # ’01#
! 3- -./! # ’’1( ./ ’& ..$ ! ..- ’’ 1(- ’# .1 ’$ $0 ’’ ’’ ’& # ’&1# ’. ’. # ’&..
! 3& -./ # ’($1 ’/ ’’ ..$ ! ..$ ’. 0’. ’# ’# ’1 $0 ’- $1# ’& # ’1/. $’0 ’1 # ’011
! 3. -./ # ’(&’ ’& ’$ ..$ ! ..$ ’/ 00- ’’ 0’ ’& $1 ’( $/$ ’1 # ’1$( $’$ ’# # ’0&(

注：带!的数值表示吸力增至 .(# )*+后再减少到该值，由饱和试样的固结不排水剪切试验求得的 * " $3&#&，% " # ’##(& ’

剑桥模型本来只适用于剪缩性的饱和土，新加一项体积膨胀项则同样可适用于剪胀性的饱和土及非饱

和土 ’
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