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用勒让德多项式逼近结构的瞬态响应

范庆忠，王雨苗

（山东农业大学水利学院，山东 泰安 !(#"""）

摘要：以勒让德多项式作为结构响应计算的试函数，利用其正交性导出了线性结构的瞬态响应的数

学模型 ’推导中没有对位移响应作时间上的离散，所得的位移响应是一连续函数，与时间离散无关，
且无条件稳定 ’算例表明，该方法具有很高的精度 ’
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随着数值计算理论和科学技术的发展，人们对结构动态特性的研究日益重视起来，对结构动力响应的分

析也变得越来越重要，甚至有时会成为工程设计中的突出问题 ’结构动力响应的计算方法大致分为两类：（.）
坐标变换法，即 /012变换，把物理空间的动力方程变换到模态空间中去求解，如振型叠加［#］’（3）直接积分
法 ’该方法不需对原动力方程进行坐标变换，而是在时域内进行离散，将某瞬时的加速度和速度用相邻时刻
的各位移的线性组合来表示 ’这样，原动力方程就化成由位移组成的某瞬时的线性代数方程组，因而可逐步
求出在一系列离散时刻上的响应值，如 4563571法、80795:;"法和 <=>?.@A法［!］’其中加权值法，由于概念明
确、使用方便而备受国内外学者的关注 ’文献［!］用三次样条插值和多种权函数导出了各种算法 ’
本文以第一类勒让德多项式作为结构动力响应的试函数，并利用该多项式的正交性，直接导出了结构动

力响应的计算公式 ’

! 结构响应的计算方法

! ’! 勒让德（"#$#%&’#）多项式的特点
() 第一类勒让德多项式具有如下形式［$］：
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另外，当 ) 为小于 " 的正整数时，有
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!" 导数的递推
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#$% 计算格式
设线性结构经有限离散后，其动力方程为

!｛,"｝’ "｛-"｝’ #｛"｝&｛.（ /）｝ （’）
式中：!，"，#———结构的质量、阻尼和刚度矩阵；｛"｝，｛-"｝，｛,"｝———结构的位移、速度和加速度列阵；
｛.（ /）｝———荷载列阵 0现在时间域［ /#，/#1］内考察位移响应 "（ /）0设｛"（ /）｝近似地表示为勒让德多项式的
线性组合
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式中：!———无因次的时间因子，!*（$ / + 2）3 2，2 为时间定义域，即 2 & /#1 ! /#；｛)%｝———系数列阵 0
因 $%（!）在［ + !，!］上关于权函数 $4（!）正交且是完备的，所以以 $%（!）为多项式函数空间 $（5$）在

连续函数空间 6（5$）中是稠密的，当多项式的个数趋于无穷时，则有｛$"（!）｝收敛于｛"（!）｝0将式（(）代入
式（’），得
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为了求得系数｛)%｝，利用勒让德多项式的正交性，在式（,）两边同乘以 $4（!）并在区间［ + !，!］上积
分，同时将多项式截断，取前 7 项，经变换整理，得
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式（-）中含有 7 / !个未知量｛)#｝，｛)!｝，｛)$｝，⋯，｛)%｝0但式（-）中的 % 可取 #，!，$，7 + $，即式（-）共
含 7 + !个方程，因此要解出全部 7 / !个系数列阵，还必须补充两个方程 0现利用初始条件，当 / * /# 时，
即!* + !时有
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将｛$"（!）｝代入式（0），得
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这样，加上式（!#）中两个方程正好有 7 / !个方程，可解出 7 / !个系数｛)%｝0当｛)%｝已知时，结构的位

移、速度和加速度响应即可求得 0

% 荷载项｛$%｝的计算

由于所取权函数也为勒让德多项式，因而使得荷载项的计算比较简单，一般利用简单积分即可 0下面给
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出几种简单荷载情况下的计算式 !
!"｛"（ #）｝$｛%｝，% 为常数，则｛&!｝" #｛%｝，｛&’｝"｛!｝，’!$时 !
#"｛"（ #）｝为幂函数｛(#)｝!当 ) * ’ 时，｛&’｝"｛!｝；当 ) ! ’ 时，即可化为定积分求解 !

$"｛"（ #）｝为任意连续函数 !作 # $ $ +!
# , 代换后，｛"（ #）｝可表示为!的连续函数，则
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可化为简单积分 !

% 稳定性和精度分析
以上推导过程中并没有对位移响应作时间上的离散，而是用一连续函数的线性组合作试函数 !计算中只

要确定总的步长，即（ #!，#! + ,），就可导出一组对应于时间域（ #!，#! + ,）的系数｛/’｝!因此，按此方法导出
的位移响应 0（ #）是一连续函数，与时间离散无关，而且是无条件稳定的 !另外，由于试函数中自变量 0 是时
间的无量纲表示，取值范围是［ & $，$］，所以其精度取决于多项式的截断值 1 !因 .’（ #）是幂函数可知，该方
法的精度很高 !

& 算 例

求解两个自由度体系的瞬态响应：
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已知系统中的初始条件为 0# " ! " !，30# " ! " ! !计算中取时间周期 , $ #，截取多项式的项数为 1 ，计算结果如
表 $所示 !

表 ’ 多项式计算

(!#)* ’ +!)$,)!-./0 1*2,)- /3 4/)50/6.!)

项数 1 位移
时间 #

! ! !# ! !( ! !’ ! !) $ !! $ !# $ !( $ !’ $ !)
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0$ ! ! !!!$#* ! !!$!$+ ! !!(),’ ! !$(-+! ! !,#)** ! !’$,-* ! !**+’( $ !(-*$( $ !*--’#
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0$ ! ! !!!!’’ ! !!$!#* ! !!(*’# ! !$(’+# ! !,#)-) ! !’$#!, ! !**’,- $ !(-*$$ $ !*-’#-
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0$ ! ! !!!!’’ ! !!$!#+ ! !!(*’# ! !$(’+( ! !,#)-) ! !’!#!$ ! !**’,- $ !(-*$, $ !*-’#-
0# ! ! !$*+,- ! !+-),( $ !-*-,$ # !-+*($ , !-’,$# ( !(!-’$ ( !**’#, - !#+$*, - !##-($

精确解
0$ ! ! !!!!’’ ! !!$!#+ ! !!(*’# ! !$(’+( ! !,#)-) ! !’!#!$ ! !**’,- $ !(-*$, $ !*-’#-
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从表 $可以看出，当截断值 1 为 ’时，可以精确到小数点后两位，而当 1 取 $!时，则与精确解完全相
同 !因此，对于一种大型的结构，只要将 1 取适当大的值，就会得到非常满意的结果 !

7 结 论

以第一类勒让德多项式为试函数，直接推导建立了线性结构的动力响应计算公式，得到的位移响应函数

是一与时间离散无关的连续函数，且无条件稳定 !只要取适当的多项式的截断值，则计算结果就具有足够的
精度 !
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《河海大学学报（自然科学版）》征订启事
《河海大学学报（自然科学版）》是以水资源开发、利用与保护为重点的综合性学术期

刊，主要刊登本校在水资源、水文、地质、测量、水利工程、水电工程、水运工程、海洋及海岸

工程、水工结构、工程力学、水力学及河流动力学、岩土工程、计算机科学、电力工程、电子

技术及自动化工程、工业与民用建筑、管理工程、水利经济、环境工程、机械工程等学科方

面的科研成果学术论文、学术讨论、研究动态等学术性文章，可供上述有关专业的科技工

作者及大专院校师生阅读和参考 <
本刊创办于 #CD"年，是我国中文核心期刊，在国内工程技术界和学术界有较大影响 <

刊载的文章中，有不少国家科技攻关（重点）项目和各种科学基金资助项目的研究成果，部

分达到了国内领先和国际先进水平，为我国水利、水电、水运工程及其他有关工程建设的

规划、设计、施工和管理提供了科学理论、方法和具体建议，发挥了较大的社会效益和经济

效益，深受工程界和科技界赞许，并获得全国优秀高校自然科学学报二等奖，以及全国水
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