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弹塑性问题的互补变分原理与模型
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摘要：首先利用塑性理论中屈服函数与塑性流动参量之间的互补性，给出了弹塑性问题的互补虚功

原理；然后用 )*+,-.级数对屈服函数进行线性化处理，导出了基于有限单元法的弹塑性问题的线性
互补模型，并给出了求解方法 ’算例结果表明，本文方法不但具有较高的计算效率和计算精度，而且
具有较广的适用范围 ’
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弹塑性问题是力学中的古典问题，也是工程中的常见问题 ’目前，在求解这类问题时大多采用迭代类解
法 ’这类解法需要不断重复“试探—求解—调整”的过程，计算工作量往往较大，而且算法的收敛性不能完全
得到保证 ’鉴于此，许多学者又转向致力于非迭代类解法的研究 ’我国学者钟万勰［#］利用其创立的参变量变
分原理将弹塑性问题转化为二次规划问题来求解 ’文献［!，0］则利用变分不等式导出了与二次规划问题相应
的线性互补模型 ’本文直接利用塑性理论中屈服函数与塑性流动参量之间的互补性，给出了弹塑性问题的互
补变分原理，进而导出了基于有限元离散的线性互补模型 ’

! 塑性增量理论的基本公式［"］

塑性力学中的应力应变状态与历史有关，因此常用增量法求解 ’弹塑性问题可描述为：在给定时刻 !，假
设处于平衡状态的变形体"上各点的形变与应力状态变量为 "#，!$

#%，"#%，反映变形历史的内变量为#；在"
内给定体力增量 3&#，在边界 ’$ 上给定面力增量 3!$#，在边界 ’" 上给定位移增量 3""#，这里 ’ 为总边界 ’ 4
’$ 5 ’" (要求各状态变量的相应增量 3"#，3!$

#%，3"#%，3#等应满足下列条件：
平衡方程

3"#%，% ) 3&# * " （67$） （#）
几何方程

3!#% * #
! 3"#，% ) 3"%，( )# （67$） （!）

边界条件

3"#%+% * 3!$# （-7 ’$） （0）

3"# * 3""# （-7 ’"） （1）
本构关系与流动法则

3"#% * ,#%-.3!/
-. * ,#%-.（3!-. 0 3!$

-.） （(）

3!$
#% *%#

1
#"#%

（&）

式中：,#%-.———弹性张量；1———塑性势函数；%———塑性流动因子 (
屈服条件与互补关系：设 2（"#%，!$

#%，#）为材料的屈服函数，则施加荷载增量后应满足
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!（!"# $ !!"#，"%
"# $ !"%

"#，# $ !#）! " （#）
当 ! $ "时为弹性状态，! % "时为塑性状态，! 与$之间还应满足互补条件

!$ & " ! ! "，$" " （&）

! 互补虚功原理与有限元线性互补模型
!"# 互补虚功原理
设有虚位移!!’"，在 (’ 上满足!!’" % "，将它与式（’）相乘并在区域%内积分，有

#
%

!!"#，#!!’"，#!% $#
%

!)"!!’"!% & " （(）

利用分部积分及 (’ 上的边界条件!!’" % "，式（(）成为

#
%

!!"#!!’"，#!% &#
(%

!!"#!!’"*#!( $#
%

!)"!!’"!% &#
(%

!$%"!!’"!( $#
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!)"!!’"!% （’"）

利用本构关系式（)）和流动法则式（*），式（’"）左端变为
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将式（’’）代入式（’"），可得虚功方程
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由虚功方程式（’+）的推导知其已隐含了区域"和边界 (% 上的平衡条件，并利用了本构关系和流动法

则 ,将其与反映材料状态的互补条件式（&）连接，即得弹塑性问题的互补虚功原理为：定理 ’（互补虚功原理）
弹塑性问题的边值问题等价于互补问题
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! ,! 屈服函数的线性化与线性互补关系
由于屈服函数 !（!"#，"%

"#，#）一般是非线性的，所以式（’/）是一个非线性互补问题 3利用 0123-4级数对 ! 作
线性近似，有
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!

%"%
"#
!"%

"# $%
!
%#

!# （’5）

式中：!"———增量步之前的屈服函数值；!#% 4$，4 与内变量的形式有关，在当前状态下一般为常数 ,
利用本构关系和流动法则，可得

!（!’"，$）& !" $ 5"#!’"，# . 6$ （’)）

其中：5"# % +"#,-
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这样，! 与$之间就有线性互补关系
! & !" $ 5"#!’"，# . 6$! " !$ & "，$" " （’*）

! ,$ 有限元离散模型
对分析区域"进行有限元离散，设单元总数为 78，每个单元只处于弹性或塑性状态，设塑性单元数为

78% 3引入形函数矩阵 ! 和应变矩阵"，代入式（’+）并考虑到虚位移的任意性，可得
#!$ % &! & !’ （’#）
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式中：!’，!———系统的结点自由度列阵与单元塑性流动参数列阵；##

%，#$
!———相应的单元选择矩阵 *

在单元平均意义下，互补条件式（"%）的有限元离散形式为
( " (& ) *!’ + ,!$ !
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由式（"(）解出 !’ 后，代入式（"’）并引入松弛变量$，可得弹塑性问题的线性互补模型

$ +%! " !/ $#! " &，$% &，!% & （")）
式中：% * , + *0 + "1；!/ * + (& + *0 + "!! *
式（")）是一个标准的线性互补问题，可用 ,$-.$算法求解 *应该指出，当采用相关流动法则，即 - * , 时，

有 * * 1#，则式（")）即为文［/］中的线性互补形式 0

图 " 局部分布荷载作用的土体
#$%&" ’($) *+,-. )(/0) ,$12.$3*2-, )(0,

4 算 例

图 "所示受局部分布力作用的土体，假设为理想弹塑性材
料，不考虑自重，弹性模量 " * 1&%(&%.23，泊松比$* & *4，内摩
擦角% * 1&0，凝聚力 1 * %’ *)&.23 *采用本文编制的弹塑性线性
互补有限元程序进行分析，计算时按平面应变问题考虑，单元

剖分及边界条件见图 "，屈服准则采用 5678.$69263:$6准则，考虑
非关联流动时采用 ;<=$=面为塑性势面 *图 1给出了 2 点的荷
载 位移曲线及与文［%］的对比，从中可以看出两者吻合得很
好 *然而，当荷载达到 )1/ .23时，对于非关联流动情况，文［%］
采用初刚度法和切线刚度法分别迭代了 1>’次和 )&次才收敛，
而本文采用 ,$-.$算法只需进行 /"次换基运算 *可见本文算法具有相当高的计算效率 *另外，图 1中还给出
了土体为弹塑性软化材料时 2 点的荷载 位移曲线，这里假设土体为应变软化材料，软化模量为 "&?23，流动
法则采用非关联模型 *

图 5 2点荷载 位移曲线
#$%&5 6(0, 71& ,$18)0/-9-+2 :(. 8($+2 2
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! 结 语

本文直接利用塑性理论中屈服函数与塑性流动参量之间的互补性，给出了弹塑性问题的互补虚功原理，

经过对屈服函数的线性化处理，给出了弹塑性问题的有限元线性互补模型，理论推导简便，概念清楚 !对于解
弹塑性问题，无论材料是硬化还是软化，是相关联流动还是非关联流动，本文方法均能适用；而且，该方法避

免了迭代法冗长繁复的迭代过程，计算工作量小，而且具有较高的计算精度 !
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