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摘要：分析可视化建模的方法和特点，应用可视化语言编制非线性强迫振动方程运动轨迹的分析软

件，使该类方程在相空间的轨线图、*+,-./01截面图、振动时程曲线图和幅频图动态地显示出来 (通
过计算机仿真分析，可以动态地观察到运动轨迹出现混沌现象，便于全面分析混沌运动特征 (
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可视化是理解复杂现象和大规模数据的重要工具，在自然科学领域得到了广泛应用 (自 #%)&年可视化
概念提出以来，引起了国际上的高度重视，发达国家竞相研究可视化理论、方法，开发可视化工具与环境，并

将可视化研究成果广泛应用于气象预报、航天航空、医学图像处理等科学与工程领域［#］(
可视化是一种计算技术，它将符号转换成几何，使研究者能观察到他们的研究工作 (它变不可见为可见，

丰富了科学发现的途径，给予人们意想不到的启示，在众多的学科领域使科学家的研究发生了根本的改变 (
混沌是一种非周期的动力学过程 (看似无序，杂乱无章，但却隐藏着丰富的内涵，如奇异吸引子、分歧等 (

因此，可以说混沌中蕴含着有序，而决不仅仅是一种无从控制的随机过程 (混沌系统内部具有复杂性、随机
性、无序性、初值敏感性、时间序列的不规则性和有奇怪吸引子［!，$］(混沌是某些非线性方程所特有的一种
解，即它是某些非线性系统所特有的一种运动形态 (这种复杂的运动形态很难用手工方法来描述，利用可视
化技术对于难以用解析方法分析的非线性系统进行分析研究，具有其它方法不可比拟的优越性［8］(

! 可视化方法

! (! 可视化流程
科学计算可视化就是把数值计算或实验获得的大量数据按照其规律进行组合，用图像的方式展现数据

所表现的内容及相互关系 (要实现科学计算的可视化，第一步是将获取的抽象数据用图元（点、线、面等）表
示，它们构成了可视化模型 (其次是实现可视化的绘制，即对图元进行参数化（几何造型、视点、投影类型的参
数控制等）、属性化（颜色、纹理、透明性等）［8］(
按用户和数据交换方式的不同，可视化策略可分为如下三种：（/）事后跟踪（*+9:;<0+.=99,-5），即可视化过程

在数据计算完成之后才开始 (（>）跟踪（?0/.,-5），随着计算的推进可以做一些可视化工作，它要求显示中间结
果，并容许监控程序在达到目的或出现异常时终止计算过程，因而具有一定的交互性 (（.）驾驭（@:==0,-5），驾驭
是充分交互的，计算与数据的可视化同时进行，并且可以根据当前计算状态对计算过程实时交互控制 (
可视化的一般过程为：计算数据的采集、组织、交互、压缩；几何图元的提取和可视模型构造；图形的绘

制与显示 (
! (" 可视化建模特点
根据可视化基本概念框架，应用图形建模—可视化仿真—全过程分析的一体化方法论模式，建模思想基

于模块化拼装技术，即根据非线性动力系统的组成对其进行分解，抽象出它们的基本运算单元及其组合关

系；确定各种基本运算单元的输入、输出的特性［’］(
利用可视化语言开发了系统的图形可视化环境，其图形化建模特点为：（/）采用了模块化方法拼装生

成 (整个系统分为一个主模块，五个子系统模块 (它们分别完成主界面设计、数据输入、仿真分析、图形绘制、
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图形编辑、系统维护与退出 !（"）基于可视化语言（#$）设计，采用事件驱动，可直接利用 %&’()*+内部程序接
口（,-.）函数，编程控件触发事件所引起的相应动作，可以快速、高效地开发仿真软件 !（/）具有较强的图形
可视化交互仿真能力，界面友好，可方便地进行非线性动力方程的可视化计算及其运动轨迹的全过程动态分

析 !（(）子系统（模块）重用技术允许用户开发的模块或文档可以重用 !

! 物理实验图形与计算机仿真图形对比

! !" 系统的数学模型
0122&’3方程是非线性强迫振动系统出现混沌运动的一类重要情形 ! 0122&’3方程从提出到现在已经 45多

年了，研究人员通过大量的实验，研究了它的混沌运动特性 !由于物理实验条件的限制，许多研究单位和学校
难以进行这类实验 !因此，利用计算机对于难以用解析方法分析的非线性系统进行仿真实验，是一种比较好
的分析方法 !

0122&’3方程是非线性动力系统强迫振动的典型方程，在周期扰动力作用下其方程［6］为
!" #!$" %" " ##"7 & ’/)+$( （8）

式中：!———阻尼系数；’———激励力；$———振动频率；"，#———线性项、非线性项系数 )调整方程参数，可得
到各类振动微分方程 )本文仅讨论当"9#9 8 )5时，渐软斥力类型的 0122&’3方程：

!" #!$" % " # "7 & ’/)+$( （:）
方程（:）含有三个参量，其中!; 5，这是非线性振动中出现混沌解的一种重要类型 )
! )! 仿真图与实验图的比较
文献［4］用物理实验的方法研究了式（:）的混沌振动，取!9 5 ):<，’ 9 5 )=，$ 9 8，得出了 " 时间历程曲线图

和 -)&’/>?@映射截面图，见图 8 )用本文开发的计算机仿真系统进行可视化分析后，得出的 " 时间历程曲线图和
-)&’/>?@映射截面图，见图 : )将图 8和图 :比较可以看出：计算机仿真结果与物理实验结果基本是吻合的 )

图 " 物理实验图形
#$%&" ’()*+ ,(-. *+/0$1)2 34*3($.356

图 ! 计算机仿真图形
#$%&! ’()*+ ,(-. 1-.*763( 0$.72)6$-5
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! 用可视化方法分析混沌现象

! !" 混沌现象的可视化分析
若式（!）中各系数分别取：!" # !$，" " $ !%，" " # !&，则可得出如图 ’所示的一系列仿真图形 !

图 ! #$%%&’(方程仿真实验
)&(*! +&,$-./&0’ /12/ 0% #$%%&’( 13$./&0’

由图 ’（(）和（)）可知，其时程曲线不仅各循环之间没有相同的样式，而且也不存在经过若干循环后重现
全面样式的情况，而且反复无常地轮流在两个平衡位置附近作不规则的振动 *在图 ’（+）相轨图中轨线不断
地自相交割，轨线的形状和交割的情况也不断地发生变化 *从图 ’（(）（)）和（+）不易找出规律性 *对于这种情
况常常可以借助于 ,-./+(01映射图来观察，图 ’（2）为与图 ’（(）（)）具有同样的参数值时，通过 ,-./+(01映射
所得奇怪吸引子的图像，它对应的运动为混沌运动 *
! !4 振幅跳跃现象的可视化分析
从方程（!）来看，有三个独立的参量：阻尼!，激励力幅值 "，激励频率"!要将这三个参量任意取值，并

计算出各种组合的情况，几乎是不可能的 !因此在计算机仿真分析时，需确定某一参数，然后分析另两个参数
的变化对该方程解的影响 !又由于 # 的值是随时间 $ 的变化而变化，因此本文试图分析 # 的最大值 #3(4（即

振幅）随参数的变化规律 !当出现振幅跳跃现象时，说明参数的微小变化，会引起振幅的明显变化，其变化是
杂乱无章的，这一现象完全符合对初值条件敏感的混沌现象条件 !由此可以判断当参数取值在这一范围时，
会产生混沌运动 !
若式（!）中系数分别取：!" # !$，" " # !&，分析激励力 " 的变化对振幅 #3(4的峰值影响见图 5 !为了减少

初值对振幅的影响，取 #3(4为 $ " %# 6后的正负最大值的绝对值 !
经过仿真分析，同时由图 5可知，激励力 " 从很小的值渐变增大，开始时振幅随 " 的增大而逐渐增大；" "

# !$$时 # 的最大值是连续变化的，其解是稳定的 ! " 值大于 # !!! 以后发生跳跃；" 值大于 $ !’7 8 $ !7%，振幅 #
的峰值随 " 的增大基本不变；" 值大于 $ !7%时 # 的峰值发生跳跃，其后发生非常明显的混沌振动 !
进一步分析 " 微小变化时 # 时程曲线图的影响，同样取!" # !$，" " # !&，其变化如图 &所示 !从图 &可

知，当激励力 " 小于 # !!!9时，# 时程曲线图处于运动衰减状态；当 " 值在 # !!!9 8 # !!!9 &中时，" 值的微
小变化，对 # 时程曲线影响较大 !此时，其运动状态表现为对参数敏感性这一典型的混沌特性 !
! !! 混沌现象的初值敏感性可视化分析
在混沌动力系统中，有时两个几乎一致的状态经过充分长时间后会变得毫不一致，恰如从长序列中随机
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图 ! 激励力 !与 ""#$关系

%&’(! )$*&+&,’ -./*0 ! 12( ""#$

选取的两个状态那样 (这种系统被称作敏感地依赖于初始条件 (
“初始条件”是一个实验或计算开始时的条件，也可以是研究

者兴趣所在的任何一时刻开始的条件 !对初始条件的敏感依赖性
并不仅仅意味着两个状态之间的差异随时间简单地增大 !例如，
在一些系统中，初始一个单位的差异会发展成一百个单位；而在

另一些系统中，初始百分之一个单位的差异则仅能发展到一个单

位 !前面那种系统被视为是混沌的，而后面那种则并不认为能构
成混沌，尽管它们具有部分混沌性质 !下面是方程（!）出现混沌现
象的初值敏感性的计算机仿真实例 !
式（!）中各系数分别为：!" # !!$，" " # !%，" " & !#时，不同

的初值对 # 时程曲线图的影响如图 ’所示 !从图 ’可知，当 # 的初值不变时，若对 $# 的初值进行微小变化，
则对 # 时程曲线影响较大 !同样，从图 (可知，当 $# 的初值不变时，若对 # 的初值进行微小变化，则对 # 时程
曲线影响也较大 !这就验证了混沌的又一显著特性即初值敏感性 !

图 3 !的微小变化时 "时程曲线
%&’(3 " +&"04#"56&+780 *7/102 7,80/ 2"#66 1#/&#+&., .- !

图 9 #" 的微小变化时 "时程曲线对比
%&’(9 :."5#/&2., .- " +&"04#"56&+780 *7/102 7,80/ 2"#66 1#/&#+&., .- #"

图 ; "的微小变化时 "时程曲线对比
%&’(; :."5#/&2., .- " +&"04#"56&+780 *7/102 7,80/ 2"#66 1#/&#+&., .- "
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! 结 束 语
在可视化图形环境下，研究非线性 !"##$%&方程的混沌特性，克服了单纯理论分析过于抽象的不足，以及

对系统进行动态参数综合分析和计算过程不直观的困难，方便了分析非线性振动方程的运动规律 ’因此，对
复杂的非线性混沌动力学系统的图形可视化分析研究具有较大的实用价值 ’
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