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摘要：基于传统有限元理论，吸收数值流形方法中有限覆盖技术，将每个结点位移的 )*+,*-+.型插
值空间推广为具有任意多个广义位移的函数展开式，给出了广义四结点等参单元的有限元列式 ’结
合算例探讨了广义有限元的数值实施措施，针对复杂结构形式，提出广义有限元与传统有限元的联

合运用，从而解决计算效率和精度这一问题 ’算例结果表明了本文方法的合理性 ’
关键词：有限元；广义位移；广义有限元；基础梁

中图分类号：/01##；2!3#’(! 文献标识码：4 文章编号：#"""!#$("（!""!）"3!""!(!"3

为了分析模拟材料和工程结构的特征，相继建立了许多数值模型和计算方法，如有限元法、离散单元法、

无单元法、数值流形方法等 ’各种模型和方法在不同领域均发挥了积极的作用 ’众所周知，传统有限元法理论
基础成熟，原理简明，已被大众所接受，在工程实际问题的数值模拟中占有绝对的主导地位 ’因此，若能对传
统有限元法有任何合理改进，使其精度提高或拓宽其应用领域，必将具有一定的学术意义和工程应用价值 ’
石根华［#］提出的数值流形方法中将结点作为物理覆盖，通过提高定义在覆盖上的局部逼近函数的阶数，

从而提高流形方法总体求解的精度 ’梁国平在文献［!］中吸收了流形方法的有限覆盖思想，用于改进传统有
限元的计算上，提出了广义有限元的概念，并从数学上论证了广义有限元方法的可行性 ’由于广义有限元的
自由度全部定义在结点上，而不像 567.,89:-方法那样定义在单元上，因此容易被传统的有限元程序接受，并
且由于其协调性总能保证，故不同结点的多项式的阶次可以按照问题的需要任意选取 ’
文献［1，3］采用同一思想，建立了广义结点有限元的数值实施列式 ’本文在上述作者工作的基础上，采用

广义结点等参单元的有限元列式解决实际问题，并在数值实施过程中探讨了相关处理措施，提出根据实际问

题的结构形式，可采用广义有限元和传统有限元的联合运用，从而既可提高解答的精度，也可提高计算效率 ’

! 广义有限元的概念［!，1］

设 !" 为传统有限元空间，采用 )*+,*-+.型基函数为｛!#，!!，⋯，!#｝，则传统有限元位移近似解可表示

为
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其中结点位移 $&（ & ; #，!，⋯，#）将通过离散化虚功方程所对应的代数方程组求解得到 ’
现构造新的逼近空间，将传统有限元中结点位移广义化，认为每个结点位移 $& 具有任意多个广义位移

的展开式，即
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将式（!）代入式（#）得到新的逼近空间
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式中：#&———结点广义位移列阵，#& ;［.&，#，.&，!，⋯，.&，0］
/；$&———新的插值函数矩阵 ’由于在新的插值函数
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!! 中包含有传统有限元中的插值函数!!，因此广义有限元的协调性自然得到保证 "由此构造出新的有限元

插值方法称为广义有限元 "显然，当取 #! ! "及 $!%（&，’）! "时，式（#）即退化为
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此时，广义有限元便退化为传统有限元方法 "
对于复杂问题的微分方程及其解在求解区域的不同地方往往有不同的特性，需要采用不同类型的逼近

函数 "从式（#）中可看出，对不同的结点 ! 可以采用完全不同的插值函数 $!%（ &，’），从而对不同结点可采用不
同的有限元插值函数，新的逼近空间很容易满足此要求 "

! 广义四结点等参单元

!"# 广义形函数
针对传统有限元中的四结点等参单元，广义有限元的单元位移函数可表示为

", ( !,#, （&）

式中：#,———单元的广义位移列阵；!,———单元的位移插值矩阵，称为广义形函数矩阵 "广义形函数与传统
有限元的形函数"之间的关系为

!! ("!$! （’）

式中：$!———结点位移的插值函数（该函数作为真实场函数的局部近似，可人为选取）"
结点的广义位移个数与结点的插值函数的阶数应具有一一对应关系 "对 $ 阶的结点位移值函数 $! !
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，对应每个结点有两个自由度，即为传统有限元法 "

$ % "阶的结点位移插值函数
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对应每个结点具有 ’个自由度 "
% % #阶的结点位移插值函数
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对应每个结点具有 "#个自由度 "
随着结点位移的插值函数阶次的提高，广义形函数的阶次也相应提高 "考虑实际工程的应用和精度要

求，本文主要讨论 "阶结点位移插值函数情形，即对应每个结点具有 ’个自由度的问题 "此时，结点的广义形
函数为
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!"! 应变矩阵
针对 "阶的结点位移插值函数，由几何方程有

! ( &", ( ’#, (［’" ’# ’( ’%］#, （+）
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式（,）就为对应 "阶的结点位移插值函数的应变矩阵中的各子矩阵 "
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!"# 单元劲度矩阵
若用 ! 表示弹性矩阵，仿传统有限元方法推导，由虚功原理可导出单元劲度矩阵为

" !!
"
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单元劲度矩阵可用 #%个子矩阵表示，对任一子矩阵 "&’（ &，’ & #，’，(，)）可写成
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对于 #阶的结点位移插值函数而言，"&’为 % * %阶的矩阵，显然单元劲度矩阵为 ’) * ’)阶的矩阵 (

# 几 点 说 明

#"$ 程序实施
由于广义有限元与传统有限元一样，自由度均定义在单元结点上，因此广义有限元程序研制与传统有限

元方法类似，可直接在传统有限元程序上修正实施，主要修改涉及到应变矩阵和单元劲度矩阵 (根据单元实
际应变和应力的变化规律，对于传统四结点等参单元的单元劲度矩阵，高斯积分点为 )个，由于阶次的提高
（较传统四结点等参单元被积函数阶次至少要高一次），对广义四结点等参单元计算单元劲度矩阵宜采用 +
个高斯积分点，相应结点载荷按结点位移的插值函数形式等效为 %个自由度上的列阵 (
#"! 成果整理
由于广义有限元中结点的自由度为广义位移，这些广义位移不一定都具有各自的物理意义，故在求得结

点的广义位移后，再按结点的位移插值函数求得具有物理意义的结点位移 (
在整理应力成果时，对传统四结点等参单元的应力佳点在单元形心处，而对广义结点等参单元其单元应

力佳点并非在单元形心 (为了求得单元形心处的应力值，可先求得广义四结点等参单元的 )个高斯点上的应
力值，再将 )个高斯点处的应力平均值作为单元形心处的应力值，其结果较为理想 (
#"# 广义有限元与传统有限元的联合运用
为了解决实际问题的计算效率和精度这一问题，可针对具体实际问题的结构形式或所关心问题的区域，

将广义有限元与传统有限元联合运用 (因为广义有限元中结点位移的插值多项式阶次可以按照问题的需要
任意选取，而不影响位移的协调性问题 (对广义四结点等参单元中按 #阶的结点位移插值函数建立的程序，
因此时每一个结点有 %个广义位移（自由度），只要将某些结点后 )个自由度施加约束，那么就自然退化成传
统有限元的结点位移 (由此只要对约束信息作适当的处理，无需修改程序就可完成广义有限元与传统有限元
的联合运用 (

% 算 例 分 析
表 $ 不同网格下 $号单元形心处的轴向应力

&’()* $ +,-’) ./0*.. ’/ /1* 2*3/0* 45
647$ *)*8*3/ ,-

方法 .) /.) 理论解

网格 ) 0 ()1 (( 0 +($ (+ 0 +)) (#
网格 * 0 2’( (% 0 #(## (# 0 #)#3 ()

%"$ 简支梁问题
简支梁受均布横向载荷，由于对称，取一半进行有限元数值

计算，如图 #所示，弹性模量 + & ’ * #$3 ,-，泊松比!& $ (’，梁厚
度 # & # ($4，作为平面应力问题 (分别用传统四结点等参元（.)）
和广义四结点等参元（/.)）进行分析，结果列于表 #(表中结果表
明广义有限元在解决弯曲问题时较传统有限元精度要高得多 (

图 $ 简支梁问题
9-:7$ ;-8<)* .=<<40/ (*’8 <04()*8
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图 ! 基础梁问题
"#$%! "&’()*+#&( ,-*. /0&,1-.

23! 基础梁问题
图 !为一平面形变情况下的基础梁，宽度 ! 取为 "#，

高为 " "$#，长为 "%#，支承在 "%#厚的土层上，受均布载
荷 "&’ ()* "取基础梁 # + "& "’ ,)*，! + % " "- "用图示的网
格计算右边的一半，而在对称面上的各结点处加水平向

约束 "土层下方的岩基作为刚固 "梁端以外弹性土层的范
围取为 " ".倍梁长，即 ".# "土层的弹性模量 #% 取为 & "$
/)*（相应于较软的土壤），泊松比!%取为 % "0 "
考虑到基础梁与土层的变形特性，将基础梁采用广

义四结点有限元、土层采用传统四结点有限元进行求解 "
求得基础梁中央截面梁顶点向下挠度为 ""1.- 2#，基础梁
中央截面梁底层单元形心处的水平向拉应力约为 ."$ ()* "对同一问题，若全部采用传统四结点有限元计算，
得到基础梁中央截面顶点向下挠度为 ""130 2#，基础梁中央截面梁底层单元形心处的水平向拉应力为 .%!
()* "结果表明，仅在局部区域采用广义有限元，在局部增加求解自由度个数的情况下，就可得到计算精度较
高的结果 "

4 结 语

广义有限元提出了一类新的逼近空间，拓广了传统有限元的空间，并保持了传统有限元空间的协调性 "
广义有限元的程序研制仅在现有传统有限元程序的基础上适当修改即可，对传统有限元方法的前后处理仍

然可直接利用 "算例结果表明，对具有弯曲这一类型的问题采用广义有限元法较传统有限元法的计算精度大
大得到提高 "因广义有限元与传统有限元一样，自由度均定义在结点上，并且不同结点的位移插值函数的阶
次可按照问题的需要而任意选取，故对具有不同结构形式的实际问题可采用广义有限元与传统有限元联合

运用，并且仅对结点约束信息作适当处理即可实现，从而表明本文方法的优越性和可行性 "
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