
收稿日期：!""#!"$!!%
作者简介：丰土根（#&’$—），男，浙江金华人，博士研究生，主要从事土体本构模型和土体动力特性研究 (

物理各向异性的有限单元法研究
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摘要：针对物理各向异性由于拉压模量不同而有自己独特的本构关系，阐述了物理各向异性的弹性

基本方程，推导了物理各向异性的有限单元法，并阐明了有限单元法的求解过程 (最后用算例进行
了验证 (
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物理各向异性习惯称拉压模量不同 !传统的弹性力学大多只讨论拉压时弹性系数相同的情形，很少涉及
拉压时弹性系数不同的情形 !而有些材料，如部分土、岩石、混凝土等，拉压时弹性系数并不相同，有时甚至相
差很大，传统的弹性力学显然不再适用，需要用拉压模量不同的弹性理论才能对其进行弹性分析 !拉压模量
不同的主要难点是计算前事先要判断一点的主应力是拉应力还是压应力，以便在物理方程中确定 " 和!是
取 " -和!

-还是取 " .和!
.，而一点的主应力符号在通常情况下只有在计算后才能知道 !

! 物理各向异性的基本方程
平衡方程及几何方程与材料性质无关，要引进的是物理方程 !先考虑主应力与主应变关系的形式，设 )

个主应力为"#，"$，"%，它们是拉还是压，有下面 *种组合，其中 )个主应力同号的共 !种；异号的 /种，分两
正一负和两负一正两类 !指定同号的两个为"#和"%，异号的总为"$，那么这 *种组合可合并为 %种 !取坐标
系与主向重合，应力应变关系为
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实验证明，对多数材料!
-
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" .，这样，$#! 0 $!# 0 $#) 0 $)# 0 $!) 0 $)!，也即独立的参数只有 " -，" .，!
-（或

!
.）)个 !%种情形的 $%&列表如表 # !

表 ! 不同符号的应力对应的弹性系数
"#$%& ! ’%#()*+*), +-&..*+*&/)( +-00&(1-/2*/3 )- ()0&((&( 4*)5 2*..&0&/) (*3/(

矩阵元素 "#，"$，"% 1 " "#，"$，"% 2 " "#，"% 1 "，"$2 " "#，"% 2 "，"$1 "

$##
#
" -

#
" .

#
" -

#
" .

$#! .!
-

" -（ 0 .!
.

" .） .!
.

" . .!
.

" . .!
.

" .

$!!
#
" -

#
" .

#
" .

#
" -

$))
#
" -

#
" .

#
" -

#
" .

第 )"卷第 %期
!""!年 ’月

河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

3+456,7 +8 9+9,: 46:;<5=:>?（6,>45,7 =@:<6@<=）
;AB()" 6A(%
3CB (!""!



一般地，称主应力同号的区域为第 !类区域，而主应力不同号的区域为第 "类区域 !由定义知，第 !类区
域可采用经典的各向同性弹性理论，只是弹性常数有正负之分，需要讨论的是第 "类区域 !
在一般情形下各点的应力主向并不相同，因此，上述主应力及主应变建立的物理方程使用时并不方便，

需要用应力及应变转轴公式把应力!应变关系写成任意笛卡尔坐标系都适用的形式（图 !）!设坐标轴 "，#，$
与应力主向!，"，#的夹角方向余弦如表 "所示，则可推导出第 "类区域的物理方程为［!］
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图 ! 应力主向与笛卡尔坐标系示意图
"#$%! &’()** +(#,-#+./ 0#()-’#1, .,0 2.(’)*#., -11(0#,.’)*

表 3 应力主向方向余弦
4.5/) 3 21*#,) 16 *’()** +(#,-#+./ 0#()-’#1,

坐标轴 ! " #
" +! *! ,!
# +" *" ,"
$ +$ *$ ,$

其中 & % !
"（-!! & -!"）

，( % &
-!"

（-!! & -!"）（-!! ’ "-!"）
，($ % -"" & -!! !在等式右边，第 !项的弹性矩阵形式上

与各向同性的弹性矩阵一致，可把第 "项看作是由于拉压模量不同对物理方程的修正 !因$"，*!，*"，*$ 均

为$"，$#，$$，%#$，#$"，%"#的函数，同时也是应变的函数，所以式（"）可以写成矩阵形式：

! %（! ’ !"）" （$）
式中：!———常规的各向同性项；!"———修正项，
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另外，由于应力主向和$"事先并不知道，所以$"，*!，*"，*$ 等均为未知项，也即修正项 !.未知，这给求解
带来一定的难度 !

3 有 限 元 法
在第 !类区域中平衡方程、几何方程及物理方程均等同于各向同性，其有限元法和常规各向同性有限元

类似；但在第 "类区域中物理方程系数中还带有未知项，在求解前并不知道，只有待求解和用转轴公式变换
后进行判断才能得知 !这样，传统的有限单元法无法解决这些问题，必需推导出修正的有限元法来解决 !
最小位能原理的泛函总位能’/

［"］为
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离散型的总位能是各单元位能之和，即
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式中：!%———位移列阵；"———应变矩阵；%———形函数矩阵；&———体力列阵；’———面力列阵 /
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式中：(%———单元刚度矩阵；(%0———修正单元刚度矩阵；)%———单元等效节点载荷列阵 /
将以上各式代入式（$），集成后得

!! " !
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离散形式的总位能!! 的未知变量是节点位移列阵 !，根据变分原理，对泛函!! 取驻值的条件是它的一次变

分为零，$!! ) *，即
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可以得到此有限元的求解方程为

（( . ($）! " ) （,）
由于 ($事先是不知道的，可通过试算法迭代求得，其方法是：先假定 ($ ) *，即按拉压模量相同求解，再

求得主应力及主方向，然后判断各单元属于哪类区域 /如果是第 !类区域，应区分是拉还是压 /如果是压，不
用变动；如果是拉，必须将弹性系数 3 -和%

-改为 3 .和%
.，重新生成 ( 矩阵 /如果是第 "类区域，根据受

拉主应力和主方向可求得 #$，进而求得 ($，然后再重复求解 /如果再出现新的受拉主应力，就再循环一次，
直至不再出现新的受拉主应力为止 /另外要注意的是，在有些时候，比如说求得主压应力接近于零时，可能此
主应力为主拉应力，这时可暂假设其为主压应力，用修正后的刚度矩阵回代求解 /如果解出后仍为主压应力，
则可断定其为主压应力；如果求解结果为主拉应力，则这个主应力为主拉应力，不再改变 /
利用以上原理和步骤可编得实用有限元程序 /

! 算 例

求厚壁圆环的轴对称问题，设圆环的内半径为 4!，外半径为 4"，5 ) 4!处作用法向荷载 6，如图 "所示 /
由于几何及荷载对称，&5’ ) *，端面元荷载属平面应力问题 /根据物理直觉，#’应都是拉应力，#5 都是压应力，

均属于第 "类区域，其解析解为
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图 " 厚壁圆环及单元离散
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其中 ! ! "" # "#，!! $ $ # $! % %令 "" ! "&，"# ! # &，& ! "’()*，$ $ ! #’ +)*，$ % ! "’ +)*，则由式（,）可算
得结果如图 -所示 %
用有限元法进行计算，取圆环的 " # .进行离散，加上约束，如图 #所示 %用本文介绍的有限元法计算，即

先假定为各向同性，求出后判断各单元属哪类区域，然后修正计算，所得结果如图 -所示 %

图 ! 解析解及有限元解
"#$%! &’()*+#, -.)/+#.’ (’0 "12 -.)/+#.’

由图 -可以看出，解析解和有限元解比较接近，剔除有限元自身误差，可认为是相等的 %

3 结 语

( ! 物理各向异性的物理方程含有不可知项，需要根据应力状态确定，而应力状态的确定又依赖于物理
方程，这是一对矛盾，给求解带来一定的难度 /

4 ! 利用有限单元法可较好地求得物理各向异性的解，本文推导出有限元的求解方程和求解过程 %通过
算例，验证了有限元求解的有效性 %
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