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摘要：证明了具有阻尼项的非线性 *+,,-.,方程
!"" # $（!!!!

!）"! %!（!"）& ’（!） （(，"）"" )（"，/）

解的能量具有代数衰减特征，其中!*（#）#"，" 0 +"$$（ ,），’（!）连续可微和初始数据没有“适当
小”的假定 -
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本文研究具有阻尼项的非线性 *+,,-.,方程的初边值问题
!"" # $（!!!!

!）"! %!（!"）& ’（!） （(，"）"" )（"，/） （#）

!（(，"）& !"（(），!"（(，"）& !#（(，"），( ""；!（(，"）& " ( "%" （!）

解的能量衰减估计 -其中!（!"）和 ’（!）分别具有 3 !" 3$!"（$##）和 3 ! 3 . 4 # !（ . 5 #）的形式，"是 /0 中的有界

区域，边界%"光滑 -方程（#）描述了当张力变化不是很小时，两端固定弹性弦的振动［#］-［!］中的定理说明了
方程（#）的解是存在的且满足 !" 1/（"，2；3#

"（"）& 3!（"））-这是本文研究的基础 -当 $（! !!!
!）被

$（!’!!!
!）取代时，方程（#）就是著名的 6-,7889::方程 -许多学者对其进行了广泛而深刻的研究，并得到了

一系列的结果［; < %］-对 *+,,-.,方程（#）的研究结果还比较少 -
文献［’］中考虑了方程

!"" # $（!!!!
!）"! %!（!"）& ’（(，"）（(，"）"" )（"，/）

解的存在性，并给出了 ’("时解的能量衰减估计 -当方程（#）中 $（!!!!
!）(#时，文献［(，&］证明了其解的

存在和惟一性，以及解的能量代数衰减估计 -我们由此得到启发，从而证明了方程（#）解的能量估计 -这里不
需要作初值 !"和 !#在某种意义下“适当小”的假定 -

为简单起见，在本文最后考虑了!（!"）= 3 !" 3$!" >%!"，’（!）= 3 ! 3 . 4 #! 的情况 -

& 准备知识和主要结果
本文中，记 !*（ "）= !"，!

4（ "）= !"" -用!·!5 和!·!6，5分别表示空间 15（"）和 76，5（"）中的范数，#$ 5

$/，而当 5 = !时，1!（"）是 ?-@A.,B空间，其内积定义为

（!，8）&)"!（(）8（(）C( !，8 " 1!（"）

为方便起见，也采用记号 76，!（"）= 36（"）和 76，!
"（"）= 36

"（"）-下面的 ;个引理对本文的结论很重
要 -
引理 &［;］ 设 !"3#

"（"），#$.$（0 > !）9（0 4 !）（0#;）或 #$ . 0 > /（0 = #，!），则存在有界正常数
:（ 3" 3，. > #）（其中 3" 3为区域"的测度），使得

!!!.%#$ :（ ;" ;，. % #）·!’!!!
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也就是说

!（ "! "，# $ !）% "#$ !&!#$! ’!"&!% " & # (!
&（!），& ${ }& （’）

引理!［’，(，)］ 设 &#)*，+，!% , * #% + ,，+%#，则存在 ! - &，使得

!&!)-，# % !!&!")*，+·!&!!."
, （.）

其中"/（- ’ / + ! ’ , 0 ! ’ #）（* ’ / + ! ’ , 0 ! ’ +）0 !，& *"%! 0
引理 "［1，!&］ 设#（ 1）是［&，2］上非负的非增函数，$- &，3& - &，满足

"#$
1% 4% 1 $!

#!$$（ 4）% 3&（#（ 1）.#（ 1 $ !）） （2）

则存在只依赖于#（&）的 !& - &，使得

#（ 1）% !&（! $ 1）.! ’$ 1 & &
现对 5（ 4），%（&1）和 6（&）作如下的假设 0假设!：函数 5（ 4）对所有的 4，存在 -& - &，使得

5（ 4）# !!（［&，,）），& 7 *&% 5（ 4），且 " 58（ 4）4
!
% " ’ 5（ 4）% -& （3）

假设"：%（ 9）#!!（: 0｛&｝）’!（:），存在 -!，-% - &，&&!，使得

-!456｛" 9 " %，" 9 "&$%｝%%（ 9）· 9 （(）

和 "%（ 9）"% -%｛（%（ 9）9）（&$!）’（&$%）$ " 9 "｝，%8（ 9）& & （)）

假设#： 6（&）# !!（:），" 6（&）"%’ " & " #，’ ; &，# ; ! （1）

令 <（&）%(
&

&
6（(）7(，则存在)，-’ ; &，使得

!"&!%
% . !

*&(!6（&）&7= &)（!"&!%
% . %

*&(!<（&）7=）& -’!"&!%
% （!&）

记 *（ 1）% !&8!%
% ’ 5（ 1）$ !"&!%

% . %
*&(!<（&）7= 5（ 1）% 5（!&（ 1）!%

%） （!!）

>（ 1）% !&8!%
% $ !"&!%

% （!%）

+（ 1）% !&8!%
% ’ 5（ 1）$ !"&!%

% . %
*&（# $ !）!&（ 1）!#$!

#$! （!’）

?（&）% !"&!%
% . %

*&
!&!#$!

#$! （!.）

@ )｛& # (!
&（!）：?（&）; &｝*｛&｝ （!2）

则由（!&），（!!），（!’），（!.），（!2）知*（ 1），+（ 1）均为非负函数 0
本文的结论是：

定理 # 设上述假设! $"均成立，且&和 # 满足（8）!%&* ,，! * # * ,（/ / !，%），（9）!%&* .，! * #
* ,（/ / ’），（:）. ’（/ 0 %）*&* . ’［/ 0 .］+，! * # *（/ 0 %）’［/ 0 .］+（/&.），（7）&* 456｛（ # 0 !）（. 0
/）’ % + !，%｝，则对于问题（!），（%）的解，存在 !! - &，使得

>（ 1）% !!（! $ 1）.% ’& 1 & &
定理! 设（!）中%（ &1）/ ; &1 ;&&1 +,&1，6（ &）/ ; & ; # 0 ! &，假设!成立，（%）中 &&# @’(%（!），&!#

(!
&（!）且

%
*&

!（ "! "，# $ ![ ]） #$! ! $ !( )#
（ #.!）’%
（+（&））

（ #.!）’% 7 ! （!3）

如果&和 # 满足（8）!%&* , ! * # * ,（/ / !，%），（9）!%&* .，! * # * 2（/ / ’），（:）. ’（/ 0 %）*&* . ’［/
0 .］+，! * # * 456｛（/ 0 %）’［/ 0 .］+，（/ + %）’（/ 0 %）｝（/&.），（7）&* 456｛（ # 0 !）（. 0 /）’ % + !，%｝，则对
于问题（!），（%）的解，存在 !% - &，使得

>（ 1）% !%（! $ 1）.% ’& 1 & &

! 定理 #的证明
由［%］中的定理，方程（!）的解满足 &#A,（&，2；(!

&（!）’(%（!））0于是对方程（!）两边乘以 %&8，并在!
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上积分得

!
! ! !"#!"

" $ %（ !）& !""![ ]"" & "#!"（"#）"#!’ $ %（ !）(

) "%#（ !）（"#，"）!"#!"
" $ %（ !）& "（ *，"#）$ %（ !） （#$）

在下面各式中，把与 ’，! 无关的常数记为 +，而#为任意小的正数 ,由（%），有
" - %#（ !）（"#，"）- $（%（ !））"!"#!"

"$ ".&!"#!’
" $ %（ !） （#(）

利用 )*+,-不等式，可得到

+!"#!’
"$（$ ) #）·+$$)#!"#!"

" $$#
#
$)# &#!"#!$&"

" $$$

（$ ) #）+$$)#!"#!"
" $$#

#
$)# &#+!"#!$&"

$&" $$ （#.）

于是，由（$），（##）和（#$）/（#.），并适当选择#，可存在 / 0 &，使得

%#（ !）& /#!12,｛- "# - "，- "# -$&"｝!’ $ %（ !）$ & （"&）

可见%（ !）为非增函数 ,如果令 0$3 "（ !）4%（ !）5%（ ! 3 #），对式（"&）在［&，!］上积分得

#
! &#

!#!12,｛- "#（ 1）- "，- "#（ 1）-$&"｝!’! 1 $ +0$&"（ !） （"#）

其中 !%［&，2 5 #］，2 为最大存在时间（参见引理 ’）,从而有

#
! &#

! #
- "# -$#

- "#（ 1）-$&"!’! 1 $ +0$&"（ !） （""）

#
! &#

! #
- "# -$#

- "#（ 1）- "!’! 1 $ +#
! &#

! #
- "# -$#

- "#（ 1）-$&"!’!( )1
"
$&"
$ +0"（ !） （"’）

这样便有

#
! &#

!#! - "# - "!’! 1 (#
! &#

!
!"#（ 1）!"

"! 1 $ +（0"（ !）& 0$&"（ !）） （"6）

由中值定理，存在 !#%［ !，! 3 # $ 6］和 !"%［ ! 3 ’ $ 6，! 3 #］，使得

!"#（ !3）!
"
"$ +（0"（ !）& 0$&"（ !）） （ 3 ( #，"） （"7）

由（#&）和（##），可得

%（ !）&!"#!"
" $ %（ !）& 4’!""!"

" $&& 4’!""!"
" $& （"%）

利用嵌入定理，有

!"!"
"$ +!""!"

"$ +%（ !）$ +%（&） （"$）

另外，对方程（#）两边乘以 "，并在! 8（ !#，!"）上积分得

#
!
"

!
#

（!""（ 1）!"
" )#!*（"（ 1））"（ 1）!’ $ /&）! 1 $（#

!
"

!
#

!"#（ 1）!"
"! 1 &

（"#（ !#），"（ !#））)（"#（ !"），"（ !"））&#
!
"

!
#
#!"（"#（ 1））·"（ 1）!’! 1）$ /& （"(）

由（(）及 9:*;!<=不等式得

#
!
"

!
#
#!"（"#（ 1））·"（ 1）!’! 1 $ 4"#

!
"

!
#
#!［（"（"#）"#）$

&#
$&" & - "# -］·- " - !’! 1 $

+（#
!
"

!
#
#!"（"#）"#!’! 1）$

&#
$&"·（#

!
"

!
#

!"!$&"
$&"! 1）

#
$&" & +#

!
"

!
#

!"#!"
"! 1）

# $" >+?
!$ 1$ ! &#

!"（ 1）!" （".）

!" 当 #$$@ 6，# @ 5 @ A（6 4 ’）且$@ 12,｛（5 5 #）（6 5 6）$ " 3 #，"｝时：利用嵌入定理，并由（"$）式得

!"!$&"$ +!"! "6
6)" $ +!""!"$ + >+?

!$ 1$ ! &#
%# $"（ 1） （’&）

由（#$）/（#.），可得到类似于（"#）的不等式
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!
!
!

!
"
!!"（"#）"##$# % " &’#(!（ !） （$"）

由（!%），（!&）和（!’）(（$"），并利用 )*+,-不等式得

!
!
!

!
"
!!"（"#（ %））"（ %）#$# % " &（$· .+/

!" %" ! ("
%（ %）( ’!（ !）( ’#(!（ !）( ’!#(!（ !）） （$!）

!" 当 0 )（* 1 !）2#2 0 )［* 1 0］3，" 2 + 2（* 1 !）)［* 1 0］3（*#0）且#2 45,｛（+ 1 "）（0 1 *）) ! 3 "，!｝
时：由引理 !，

$"$#(!" &$!"$&!·$"$",&!*
*,! " &$!"$&!·$%"$",&

! ，& -（* , !）) ! , *（# ( !） （$$）

为此，下面估计$!"$! .
对方程（"）两边乘以（ 1 !!"#），并在!上积分得

#
# ! $%"#$!

! ) /（ !）( $!"$[ ]!! ( !（%"，%"#）) /（ !）-

, !/#（ !）（"#，"）$%"#$!
! ) /!（ !）( !（% 0，%"#）) /（ !） （$0）

由（’），
! 1（% 0，%"#）1" &$"$+,"

（ +,"）*$%"$ !*
*,!
$%"#$!"

&$"$+,"
（ +,"）*（$!"$!

! ( $%"#$!
!）

（$%）

当 " 2 + 2 * )（* 1 !）时，
! 1（% 0（"），%"#）1" &（$!"$!

! ( $%"#$!
!） （$6）

由（$0）和（$6）可得
#
# ! $%"#$!

! ) /（ !）( $!"$[ ]!! ( !（%"，%"#）) /（ !）" &（$!"$!
! ( $%"#$!

!） （$&）

当 * )（* 1 !）2 + 2（* 1 !）)（* 1 0）时，利用引理 !，

$"$+,"
（ +,"）* " &$%"$（ +,"）（",’）

! ·$!"$（ +,"）’
! "

&%（ +,"）（",’）)!（7）（$!"$!
! ( $%"#$!

!）
（+,"）’ )! （$8）

其中’ - 49:｛（* , !）) ! , " )（+ , "），7｝" " .
由（$%）及（$8），

! 1（% 0（"），%"#）1" &（$!"$!
! ( $%"#$!

!）
（ +,"）（*,!）)0(" )! （$’）

由（$0）和（$’）可得
#
# ! $%"#$!

! ) /（ !）( $!"$[ ]!! ( !（%"，%"#）) /（ !）"

&［（$!"$!
! ( $%"#$!

!）(（$!"$!
! ( $%"#$!

!）
（ +,"）（*,!）)0(" )!］

（07）

从（$&）和（07）均可得到

$!"$!
! ( $%"#$!

!" & （0"）

这样由（$$）(（0"），

!
!
!

!
"
!!"（"#（ %））·"（ %）#$# % " &（$ .+/

!" %" ! ("
%（ %）( ’!（ !）( ’#(!（ !）( ’!（#("）)（"(&）（ !）） （0!）

因为 ’#3 !（ !）"%（ !）"%（7）有界，于是由（!0）(（!8）及（$!）或（0!）得

!
!
!

!
"

（$%"（ %）$!
! ,!!0（"（ %））"（ %）#$ ) 27）# % " &$· .+/

!" %" ! ("
%（ %）( &’!（ !） （0$）

由（"7）和（""），

!
!
!

!
"

%（ %）# % " &$· .+/
!" %" ! ("

%（ %）( &’!（ !） （00）

由中值定理，存在 !
&
’（ !，! 3 "），使得
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!（ !
!
）" !""· "#$

!" #" ! $%
!（ #）$ !"·%!（ !） （&’）

适当选择"，可得到 "#$
!" #" ! $%

!（ #）" "%!（ !），即

!%$#&!（ !）" "（!（ !）’ !（ ! $ %）） （&(）
由引理 )，所以存在 "* + *，使得

!（ !）" "*（% $ !）’! &# （&,）

从而 (（ !）" "%（% $ !）’! &# （"% ) *）*定理 %证毕 *

! 定理 "的证明
考虑

+!! ’ ,（#+#!
!）!+ $$+! $ - +! -#+! . - + - /’%+，（0，!）$% 1（*，-） （&.）

+（0，*）. +*（0），+!（0，*）. +%（0，*），0 $%；+（0，!）. *，0 $%% （&/）

解的能量估计问题 *为证明定理 !，先证明下面的引理 *
引理 # 设% 0 / 0 1 -（2 2 %，!）或 % 0 / 0（2 1 !）&（2 3 !）（2&)），如果 +*$3’4!（%），+%$4%

*（%）
并且满足（%(），则相应的（&.），（&/）的解 +（ !）$3（*" ! 0 1 -）*
证明：因为 5（+*）+ *，则由 +（ !）的连续性知，在 ! 2 *的某邻域内有 5（ +（ !））&*，设其最大时间为 !456

（可能 !456 2 6），注意到

&（ !）. #+7#!
! & ,（ !）$（/#(+#!

! $ 5（+））&（/ $ %）& /#(+#!
! &（/ $ %） （’*）

所以

#(+#!
!"

/ $ %
/ &（ !）"

/ $ %
/ &（*） ! $［*，!456］ （’%）

并由（%(）及嵌入定理得，在 !$［*，!456］时，

#+#/$%
/$%"［"（ -% -，/ $ %）］/$%#(+#/$%

! "［"（ -% -，/ $ %）］/$%#(+#/’%
! ·#(+#!

!"

［"（ -% -，/ $ %）］/$%（% $ %
/）
（ /’%）&!（&（*））

（ /’%）&!·#(+#!
! 8

9*
! #(+#!

!

（’!）

即 5（+（ !））& *，! $［*，!456］，由此可得 !456 2 6 *引理 &证毕 *
下面开始证明定理 ! *对方程（&.）两边乘以 !+7，并在%上积分得

7
7 ! #+7#!

! & ,（ !）$ #(+#[ ]!! $ !（$#+7#!
! $ #+7##$!

#$!）& ,（ !）"

!:*#+7#)
! & ,（ !）$ ! 7

7 !#+#/$%
/$% &（9*（/ $ %））

（’)）

类似前面的过程，存在这样的 9% + *，使得

&7（ !）$ #+7##$!
#$! & ,（ !）$ 9%#+7#!

! & ,（ !）" * （’&）

其中&（ !）由（%)）给出 *所以有

&（ !）$)
!

*
#+7（ #）##$!

#$! & ,（ #）7 # $ 9%)
!

*
#+7（ #）#!

! & ,（ #）7 # "&（*） （’’）

于是

)
! $%

!
#+7（ #）#!

!7 # $)
! $%

!
#+7（ #）##$!

#$!7 # " "（&（ !）’&（ ! $ %））. "%#$!（ !） （’(）

从而

)
! $%

!
#+7（ #）##$!

#$!7 # " "%#$!（ !） （’,）

由 89:;7<=不等式得

)
! $%

!
#+7（ #）#!

!7 # " -% -#&（#$!）)
! $%

!
#+7（ #）#!

#$!7 # " "%!（ !） （’.）
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同样地，对方程（!"）两边乘以 !，并在! #（ "$，"%）上积分可得

!
"
%

"
$

（"#!"%
% # "!"$%$

$%$ & ’&（$ % $））’ ( $ )" ()*
"$ ($ " %$

#（ (）% )*%（ "）%!
"
%

"
$

（ + !, +$%$，+ ! +）’ ( （+,）

而其中

!
"
%

"
$

（ + !,（ (）+$%$，+ !（ (）+）’ ( $!
"
%

"
$

"!（ (）"%
$%%’ ( %!

"
%

"
$

"!,（ (）"%$%%
$%% ’ ( （-&）

以及

!
"
%

"
$

（"!,（ (）"$%$
$%%）’ ( $（!

"
%

"
$

"!,（ (）"$%%
$%%’ (）

$%$
$%%·（ "% # "$）

$
$%% $ )*$%$（ "） （-$）

于是类似定理 $的证明过程可得

!
"
%

"
$

（"#!"%
% # "!"$%$

$%$ & ’&（$ % $））’ ( $ )" ()*
"$ ($ " %$%（ (）% )*%（ "） （-%）

从而

%（ "）$ )&（$ % "）#% &$ （-.）

定理 %证毕 -
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