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摘要：建立了基于四叉树网格的二维水流数学模型，网格的生成通过以图像处理基本原理对种子点

的循环划分得到，控制方程采用有限体积法对守恒变量进行离散，应用 -./01.2 型通量差分裂格式

计算边界上的法向数值通量 +并进行了丁坝绕流数值试验，试验表明四叉树网格相对于传统矩形网

格，具有良好的分辨率，数组容量经济，易于局部加密，用在复杂流动区域或强剪切流模拟中具有很

高的效率，且实测与计算值对比令人满意，可以作为浅水流计算的一种模式 +
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自然水域有着各种复杂的边界条件，水域内又有强梯度区和相对重要的局部 +用传统的矩形网格来剖分

天然水域，岸边界将概化成折线形，若网格较粗则会产生较大误差，网格过细则计算量会成倍增加 +为了解决

上述问题，可以用先进的自适应网格技术，如边界拟合贴体技术［$］、无结构网格［!，*］、分层网格技术［#］等 +四
叉树分层网格作为一种处理复杂边界的有效网格方法，近年来已得到广泛的研究和发展 +

四叉树网格应用到计算流体力学，最初是在航空航天领域，用来计算复杂几何形状的流场 +如 $&&$ 年美

国的 7899:1 7: ;::0< 和 (:11:=> -+ ?.<:@@ 首次提出了一种用于求解欧拉方程的矩形网格再细化算法，并应

用于气流的强梯度区，计算结果验证了该算法的灵活性和对计算精度的提高 +以后逐渐被移植应用至水流数

值模拟，如 $&&, 年英国伦敦大学的 7:A.98> B+-9:82:C 和 5@DC=8D9 -+ E+ ’.9=><DFG 利用自适应分层网格（即四

叉树网格）模拟低雷诺数下的分离流［#］+
四叉树网格应用到二维浅水流的数值模拟则始于 !" 世纪 &" 年代，!""$ 年英国牛津大学的 ’:1 H.I:9C

等首次将四叉树网格应用到二维浅水模型［%］，验证试验采用圆柱状水槽中风应力引起的环流，二维无摩阻矩

形域溃坝水流，斜波水跃以及柱形水池中的射流模拟 +自适应四叉树网格，相对于贴体结构网格，不需要从物

理平面到计算平面的转换，因而流场计算中不再需要计算 J8F.AD81 矩阵，使通量计算简单，节约计算时间；相

对于无结构网格，数据结构较为简单 +

’ 四叉树网格的生成方法

’ +’ 四叉树数据结构

四叉树最初应用于图像处理，其基本原理是：先将图像看成是一个正方形的单元，如果该单元内有不同

性质的多边形，则将单元分成 # 个大小相同的二级单元，然后分别判断这 # 个二级单元中是否还有性质不同

的多边形，如其中某个二级单元中有不同性质的多边形，则将其划分成 # 个大小相同的三级单元，这种逐级

一分为四的方法一直继续到预定的最高分辨率 +网格生成方法正是基于这一基本原理，通过对计算区域的循

环划分实现 +
’ +( 网格划分算法

（8）将计算区域边界线段的控制点用二次曲线拟合，然后离散成有足够密度的网格生成控制点 !"，" K
$，⋯，#；（A）根据求解区域确定能覆盖所有区域的正方形或矩形 $"，作为剖分的根单元；（F）进行网格单元剖

分，将根单元剖分成 # 个子单元，继续剖分，直至使计算区域内部单元达到所需的最小划分级别 %LD1；（/）逐
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单元循环，若单元中包含有网格生成控制点 !"，则继续划分为 ! 个子单元，记为 #"，#" " #，#" " $，#" " %，直至达

到所要求的精度（可用最大划分级别 $&’(来表示），然后转入下一个单元；（)）查找计算区域外单元并将其删

除；（*）最后对网格实行“光滑化”处理；（+）四叉树网格划分结束 %
! %" 网格“光滑”化处理

网格“光滑化”过程是指通过网格再细化，使相邻网格的级别差不大于 #，以限制离散误差在可控制范围

内 %这个过程是先搜索四叉树查找到不理想单元，进行二次划分，生成新单元，从而得到“光滑”过的网格 %图
# 给出了一个四叉树网格生成的例子：（’）网格生成种子点；（,）# 级划分后的网格；（-）$ 级划分后的网格；（.）

! 级划分后的网格；（)）“光滑”后的网格 %

图 ! 利用种子点生成四叉树网格的例子

#$%&! ’( )*+,-.) /0 12+3456)) %6$3 %)()6+5$/( 78 29) /0 9))3 -/$(59

: 四叉树网格下基本方程及数值求解

: %! 基本方程

二维浅水方程组的守恒形式

!!
!& "

!"（!）

!’ "!#（!）

!( / $（!） （#）

! /［)，)*，)+］0 "（!）/［)*，)*$ " ,)$ - $，)*+］0

#（!）/［)+，)*+，)+$ " ,)$ - $］0 $（!）/［.#，.$，.%］0

.# / 1 .$ / ,)（/1’ 2 /0’） .% / ,)（/1( 2 /0(）

式中：!———守恒物理量；"（!）———’ 向通量；#（ !）———( 向通量；$（ !）———源项；’，(，&———空间及时间坐

标系；)———水深；*，+———’ 和 ( 向沿水深积分平均流速分量；,———重力加速度；/1’，/0’———’ 向的水底底

坡和摩阻坡度；/1(，/0(———( 向的水底底坡和摩阻坡度 %

图 : 控制体积上变量布置

#$%&: ;/./<+5$/( /0 =+6$+7.)9
/( </(56/. =/.2,)

: %: 基本方程的有限体积法离散

网格生成后各物理量的布置方式见图 $［$，%］，采用单元中心形式 %
对于任意单元!，其边界为!!，通过积分方程（#）并利用散度定理可得

到有限体积法的基本方程

"!
!&." 1 2#!!%（!）·3.4 5"!

$（!）." （$）

式中：&———单元边界!!的外法向单位向量；."，.4———面积分和线积分微

元；%（!）·&———法向数值通量 %
%（!）1［ "（!），#（!）］0

采用一阶精度离散，根据 "，# 具有的旋转不变性，得到式（$）的等价公式

6!!
!& 1 2$

7

8 1 #
’（#）2# "（%!）48 5 $&（!） （%）

$&（!）1（6·.#，6·.$，6·.%）
式中：’（#）———坐标轴旋转角度#的变换矩阵；7———单元边总数；48———单元边 8 的长度；6———单元面积 %

因为在单元每一边两侧的 ! 值不同，所以问题可归结为如何确定法向通量，它通过解局部一维黎曼问

题求得 %
: %" 跨单元法向数值通量的计算

采用 34.5647 型通量差分裂（89:）格式进行法向通量的近似计算［$］%利用一维通量差分裂的方法，跨单

元界面的法向数值通量

;第 %1 卷第 < 期 刘晓东，等 基于四叉树网格的 34.5647 型二维水流数值计算模式



!（!"）! !
"［ !"（!"）# !$（!"）%"

#

& ! !

#!& ·#"&·$#&］

式中：#!&———雅可比阵的特征值；!!&（’）———特征强度；$#&（’）———特征向量
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上标“ % ”表示变量取 &’( 区间平均［"］, ) )%-*，为波速 ,对算出的 !（!"）作逆旋转变换便可得到原始坐

标系下的法向数值通量 ,
! ," 不同级别单元间通量计算

四叉树网格的生成使得相邻单元间的级别可能不一，即在两个单元界面间存在悬挂节点 ,对于所有可能

的网格布置，单元界面左右的状态!"" 和!"$ 必须通过插值来估计 ,显然，插值方法的选取非常关键，必须在足

够的精度和技术实现的复杂性之间取得平衡 ,采用三角形线性插值，数值试验表明该方法具有足够精度且易

于实现 ,对于不同级别相邻单元布置可归纳为 * 种情形，如图 #（+ , -）所示，其余布置均可通过旋转变换找到

对应情形 ,在图 # 中，"! 所在单元为当前计算单元，"" 为其不同级别的相邻单元，单元间的通量计算必须借

助于虚拟单元（" 所在的单元）得到 ,虚拟单元上守恒物理量 " 的值通过下式得到：

图 #（+） " ) !
" "! .

!
*（"" . "#） 图 #（/） " ) !

" "! .
!
# "" .

!
0 "#

图 #（1） " ) !
* "! .

!
" "" .

!
* "# 图 #（-） " ) !

# "! .
!
" "" .

!
0 "#

由于虚拟单元与计算单元处于同等级别，其数值通量计算可采用前述方法求解得到，从而得到不同级别

单元间的法向数值通量 ,

图 # 不同级别相邻单元网格布置示意图

$%&’# ()**)+,-%). )/ 0,1%)234*505* .5%&67)1 &1%83

! ,9 数值稳定性

由于模式采用显格式计算，故时间步长!. 受限于 2’34+567849(-491:;7<(=> 条件，具体表达式如下：

28< ! !.
!/

!0（!"）

!" ?+@
& !

式中!/ 为相邻两单元间距离的最小值 ,根据文献［"］，为满足数值稳定性，!. 应满足 28< A $ ,# ,

# 丁坝绕流数值试验

为了检验四叉树网格下二维水流模型，采用紊动性较强的丁坝绕流来验证 ,数值试验模拟计算了丁坝对

流速分布引起的变化 ,
# ,: 丁坝绕流试验情况!

试验水槽长 #$?、宽 * ,"?、深 $ ,*?，水槽底坡 $ ,$$!，槽底用水泥浆抹面但不光滑，糙率为 $ ,$!# * ,试验

B

" 该试验由陆永军在河海大学河流动力学实验室完成 C
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流量 ! ! " ""# $ " "%&’& ( )，水深为 " "%*’，丁坝长度取 " "#’ "
! "" 数值计算条件

为了检验模型，采用不同的网格布置，并比较计算结果 "试验 % 采用均匀的矩形粗网格，纵向!# 取 " "*
’，共分 %+" 个单元（" "* , %+" ! &"’），横向!$ 取 " "*’ 共分 *" 个单元（" "* , *" ! # ""’），共 &""" 个单元 "

试验 * 采用均匀的矩形细网格，精确模拟水流绕过坝后的回流，网格划分较细，纵向!# 取 " " % ’ 共分

&"" 个单元（" "% , &"" ! &"’），横向!$ 取 " "%’，共分 #" 个单元（" "% , #" ! # ""’），共 %*""" 个单元 "
试验 & 采用四叉树网格局部加密（如图 #（-）所示），一级网格纵向!#、横向!$ 均取 " " # ’，共 #"" 个单

元，二级网格纵向!#、横向!$ 均取 " "*’，共 ."" 个单元，三级网格纵向!#、横向!$ 均取 " "%’，共 * """ 个

单元 "最细的丁坝附近网格解析度与试验 * 相同，但单元数少得多，总计 &&"" 个网格 "
试验 # 采用四叉树网格进一步加密（如图 #（/）所示），一级网格纵向!#、横向!$ 均取 " "*’，共 % 0"" 个

单元，二级网格纵向!#、横向!$ 均取 " "%’，共 &0"" 个单元，三级网格纵向!#、横向!$ 均取 " ""+’，共1"""
个单元 "总计 %&*"" 个网格 "控制条件为上游流量 ! ! " ""#’& ( )，下游水位 " "%’ "

图 # 四叉树网格

$%&’# ()*+,-.// &.%+0

! "! 结果验证

计算结果见图 + "从图上可看出，试验 % 由于网格较粗，坝后回流反映不明显，试验 * 网格较细，计算结果

较理想，能基本反映丁坝绕流机理，回流区长度约为丁坝长度的 %" 倍 "可见，对于传统的矩形网格，解析度每

增加 % 倍，网格数将增加到原来的 # 倍，从而使计算量大大增加 "
试验 & 和试验 # 均采用四叉树网格 "试验 & 的解析度与试验 * 相当，但网格数少得多，减少了计算量，节

约了计算时间 "计算结果能基本反映丁坝绕流机理，回流区长度约为丁坝长度的1 "+倍 "为了精确模拟水流

图 1 丁坝绕流计算流场

$%&’1 2*34)3*-/+ 4%.4)563)/7- 6%/3+ *.8)7+ &.8%7
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绕过坝后的回流，试验 ! 采用更高解析度的网格，最小网格长度仅 " #$，网格数与试验 % 相当 !计算结果能较

好反映丁坝绕流机理，回流区长度约为丁坝长度的 &’ !" 倍 !
多次试验结果表明：四叉树网格数学模型能够反映丁坝上游主流收缩，水流偏向对岸，水流绕过坝头后，

由于惯性作用，主流宽度继续收缩，形成主流最窄（回流最宽）的收缩断面 !随后主流逐渐扩散，同时坝后形成

回流区，回流区长度约为丁坝长度的 ( !" ) &’ !" 倍 !将计算值与试验量测结果进行比较，两者符合良好，其中

对主流区的模拟精度较高，但对回流区的模拟与试验结果有一定的偏差 !试验 ! 的具体比较结果见图 * !

图 ! 试验 " 丁坝绕流计算值与试验值比较

#$%&! ’()*+,$-(. /01200. 3()*41+1$(.+5 ,0-451-
+.6 (/-0,706 6+1+

" 结 论

+& 对计算区域复杂不规则边界情形，四叉树网格布置具

有良好的适应性，其布置方法较拟合坐标法更为简便，同时对

重要水域四叉树网格局部加密容易，可根据边界灵活掌握 +
/& 在四叉树网格基础上，本文建立了有限体积法 ,-.

格式二维浅水流计算模式，模式具有计算工作量小、稳定性

好、收敛快的优点，可作为解决复杂边界浅水流计算中一种

预测模式 +
3& 可根据流场特点，在强梯度区和相对重要区域进行自

适应加密网格，从而提高流场解析度和计算精度 +
6& 通过 ! 种不同网格方法网格划分，对丁坝绕流这一较

为典型的治河工程流场计算表明，采用四叉树网格布置，试验值与计算值吻合良好，提高了计算效率 +
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