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双 !"#$%&’(测度的积分不等式
及对 !"#$%&’(逆不等式的刻画
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摘要：利用!阶 ’-./0123测度（!4 "）的定义以及算子理论方面的有关知识研究 ’-./0123测度，得到
了关于一对 ’-./0123测度的积分不等式定理以及!阶（!4 "）’-./0123测度"在满足一定的条件下
’-./0123测度逆不等式定理，从而对引理 #进行了推广，同时对 ’-./0123逆不等式结合高阶导数方面
作了探讨 +
关键词：’-./0123测度；!"

#函数；’-./0123逆不等式 +
中图分类号：5#%%+! 文献标识码：6 文章编号：#"""!#$7"（!""!）"*!""&&!"&

) 准 备 知 识
自从 ’-./0123提出 ’-./0123测度以后，许多人在这方面做了大量的工作，其中很著名的是文献［#］中的用

!"
#函数刻画 ’-./0123测度定理，后来有人提出，单位圆盘 8上的有限正 92.0/测度"在满足何种条件下有

!$
% ":& " ’!$

% ":"

对一切 %#!"
#成立？其中 :&（ (）; #

"
:):*，( ; ) < =* +这个问题便是 ’-./0123逆不等式问题 +

令#（ (，,）为伪双曲距离，即#（ (，,）; ( > ,
# > (, ，对 ##$，" ? - ? #令 $-（ #）;｛(；#（ #，(）? -｝，根据

伪双曲距离的共形不变性，若令 , ;$#（ (）; ( > #
# > #(，则若 (#$-（"），则 ,#$-（#）+

记 $（#）; $ #
!
（#），并用 $-（#）表示 $-（#）的面积 &（$-（#））+

本文利用的 !"
#空间及!阶 ’-./0123测度等的定义以及其它定义见文献［# @ &］+

AB0C=3D+8+E对 ’-./0123逆不等式做了深入的研究，得到：
引理 #［,］ 令 " 4 "，%4 "，"是单位圆盘$ 上的一阶 ’-./0123测度，记

$"$% . 1BF "（$（#））
$（#） ；# #{ }$ / 0 G

若存在充分小的&4 "，使得集合

1 . ( # $；2&（ (）. "
（$&（ (））
$&（ (） 3%$"${ }%

满足（’）条件，即存在常数’4 "，使得
&（1 & 4）3’&（4）

对一切 4 ; 4(，5 ;｛, ; -0=(；# > 5" - ? #，(""("(" < 5｝成立，(" 为任意实数，" ? 5 ? #，则存在常数 ’ 4 "，
使得
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!!
"（ #） $!%（ #）" &!!

"（ #） $!!（ #）

对一切 "#’$
(成立 )

引理 "［#］ 设 (#!，* 固定，$ % * % &，"（ #）是 ! 上的解析函数，$$&，则存在常数 & ’ $，有

"（+）（(） $ " &"+（+ , "）+！
（& - *）+,( )"

$!!*（(）
" $!%

（ *（& - ( ））", +$

对一切 "#.（!）成立，这里 .（!）是 ! 上的解析函数的全体 )

! 主 要 定 理

定理 & 设 $ ’ $，"’ $，$ %#% &
(，令!是! 上的"阶 )*+,-./0测度，$是! 上的一阶 )*+,-./0测度，则存

在常数 /（仅依赖 $），有

!!!!
%#（0，#）
%（!#（ #））"

"（0）- "（ #） $!$（ #）!!（0）" /#
$!!

" $!%

对一切 " # ’$
(成立，这里 %#（0，#）1

& 当&（ #，0）2#
$ 当&（ #，0）$

{
#

证明 根据正规族的有关知识可知存在常数 & ’ $，使得当 # %#% &
(时，有

"（ #）- "（$）
#

$
" &!!（$）

"（ #） $!%（ #）

对一切 "#’$
(成立，因此

%#（ #，$） "（ #）- "（$） $ " &#
$
%#（ #，$）!!（$）

"（ #） $!%

以 "（’(（ #））代替上式中的 "，其中 0 1 # 2 (
& 2 (# )再由伪双曲距离&的共形不变性及变量替换得

%#（0，(） "（0）- "（(） $ " &#
$
%#（0，(）!!（(）

"（(）
$（& - ( "）"

& - ((
( !%（(）

由于存在常数 & ’ $，使得对一切(#!（(）有不等式
（& - ( "）"

& - ((
( " &（& - ( ）

-"

成立，再由已知!是! 上的"阶 )*+,-./0测度，利用 345606定理得

!!
%#（0，(）
%（!#（(））

" "（0）- "（(） $!!（0）" &&&#
$!!%!（(） "（(）

$（& - ( ）
-"!%（(）

其中%!（(）代表 !（(）上的特征函数，上式两端对$对于变量 ( 积分，再利用 345606定理得

!!!!
%#（0，(）
%（!#（(））

" "（0）- "（(） $!!（0）!$（(）"

&&&#
$!!

"（(）
$（& - ( ）

-"$（!（(））!%（(）" &&&&"#
$!!

"（(）
$!%（(）

上面第二个不等式用到了$是一阶 )*+,-./0测度及 %（!（(））7（& 2 ( ）
"，令 / 1 &&&&"便得定理结论 )

定理 " 设 $ % $ % 8 9，"’ $，)’ $，并令"3 1
" 当"% &时
& 当"$&{ 时

)设!是! 上的"阶 )*+,-./0测度，记

%!%& 1 .4: !（!（(））!（(）"3
；( #{ }!

若存在充分小的#’ $，使得

4 1 # # !，5#（ #）1 !
（!#（ #））
!#（ #）"3 6)%!%{ }&

满足（*）条件，则存在常数 & ’ $，使得
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!!
"（ #） $!%（ #）" &!!

"（ #） $!!（ #）

对一切 "#’$
(成立 )

证明 由于!是! 上的"阶 "#$%&’()测度，从而由"*的定义可知!亦是"*阶 "#$%&’()测度，再利用定理
*，取 % +#，得

!!!!
$%（+，#）
%（!%（ #））"

"（+）, "（ #） $!%（ #）!!（+）" &%
$$!$%!!

"（ #） $!%（ #）

无妨设 $ , -，（当 - . $ . *时，两端开 $ 次方，其它证明类似）对上式两端开 $ 次方，再利用三角不等式得：

（!!!!
$%（+，#）
%（!%（ #））"*

"（ #） $!%（ #）!!（+））
*
$,（!!!!

$%（+，#）
%（!%（ #））"*

"（+） $!%（ #）!!（+））
*
$
"

（&%
$$!$%!!

"（ #） $!%（ #））
*
$

又由 - 的定义，有

!!
$%（+，#）
%（!%（ #））!!（+）.!!

%
（ #）

!!（ #）
%（!%（ #））"* . /%（ #）&&$!$%$-

（ #）

又当’（ #，+）.%时，%（!%（ #））/ %（!%（+）），故

!!
$%（+，#）
%（!%（ #））"*

!!（ #）"
0*%（!%（+））
%（!%（+））"* . &*

%（!%（+））"* ,*

从而由前面得到的不等式得

!!
&$!$%$-

（ #） "（ #） $!%（ #[ ]）
*
$
, &*!!

"（+） $!!（+）
%（!%（+））"* ,[ ]*

*
$
" &%

$$!$%!!
"（ #） $!%（ #[ ]）

*
$

由于 - 满足（(）条件，故由引理 *得知，存在常数 1 , -，使

!!
"（ #） $!%（ #）& 1!!

"（ #） $!%（ #）

对一切 "#’$
(成立，再选取充分的小%，使得 &%

$ .&1，则有

!!
"（ #） $!%（ #）"

&*

［（&1$!$%）
*
$,（&%

$$!$%）
*
$
］$
!!

"（ #） $!%（ #）
%（!%（+））"* ,* . &!!

"（ #） $!%（ #）
%（!%（+））"* ,*

当"&*时，"* + *，故对任意的 "#’$
(有

!!
"（ #） $!%（ #）& &!!

"（ #） $!!（ #）

成立，当". *时，由 %（!%（ #））. *及"+"*得对任意的 "#’$
(上式仍然成立 )

结合高阶导数和一对 "#$%&’()测度可以得到：

定理 0 设 $ , -，%, -，2 是正整数，#是"阶 "#$%&’()测度（", -），!是 * 1 2$
2 阶 "#$%&’()测度，则存在

常数 3 + &（2，%，$），使得

!!!!
$%（+，#）
%（!%（ #））"

"（2）（+） $!!（ #）!#（+）" 3$#$%$!$%!!
"（)）

$!%（)）

对一切 "#’$
(成立，这里$!$% + ’34 !（!%（(））

%（!%（(））* 1
2$
2
；(#{ }! ，$#$% + ’34 #

（!%（(））
%（!%（(））"

；(#{ }! )

证明 根据引理 2有

"（2）（+） $ " &（2，%，$）
!!

%
（+）

"（)）
$!%（)）

（* , + ）24 2$

对上式两端同乘以 $%
（+，#）

%（!%（ #））"
，再对!关于 # 积分得

!!
$%（+，#）
%（!%（ #））"

"（2）（+） $!!（ #）"
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!（"，!，#）!$
"!（%，&）
’（$!（ &））#

!$（ &）·!$
!
（%）

(（%）
#!’（%）

（" ) % ）#* "# "

!（"，!，#）!!!$
!
（ &）

"!（%，&）
（" ) % ）#* "#!$（ &）!$

!
（%）

(（%）
#!’（%）

’（$!（%））# "

!（"，!，#）!!#$#$!$
!
（%）

(（%）
#!’（%）

’（$!（ &））#

上面第二个不等式用到：当&（ &，%）$!时，’（$!（ &））% ’（$!（%）），第三个不等式用到当&（ &，%）$!时，
（" & & #）# % ’（$!（ &））% " & % # +进而对’关于 % 积分得

!$
"!（%，&）
’（$!（ &））#

(（"）（%） #!$（ &）" !（"，!，#）!!#$#$!$
!
（%）

(（%）
#!’（%）

’（$!（ &））#

!$!$
"!（%，&）
’（$!（ &））#

(（"）（%） #!$（ &）!’（%）"

!!!（"，!，#）·#$#$·!$

!$
!
（%）

(（%）
#!’（%）

’（$!（%））#
!’（%）"

!!!（"，!，#）·#$#$·!$
(（%）

#!’（%）!$
!
（%）

!’（%）
’（$!（%））#"

!!!（"，!，#）·#$#$·#’#$·!$
(（%）

#!’（%）,

-·#$#$·#’#$·!$
(（%）

#!’（%）

对 $ 上的#阶（#’ (）)*+,-./0测度$在满足什么条件就会有逆不等式

!$
(（"）（ &） #!’（ &）" !!$

(（ &） #!$（ &）

对一切 (%.#
/成立这个问题需要进一步的研究，希望本文得到的定理 1对该问题的研究有所帮助 +
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