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摘要：以概率与数理统计理论和现代信息理论为基础，针对目前岩土工程随机反演中常用的极大似

然法和贝叶斯法，从随机过程入手，应用最大熵原理推导了这两种方法的准则函数 *它的理论意义

在于，从数据信息的角度对极大似然反分析法和贝叶斯反分析法进行了重新认识，比过去仅从数据

和算法本身研究反演问题多了一个参照系，使得对传统意义上反分析法中的不确定性研究有了一

个新的模式 *
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熵（./01234）是一个历史颇长的概念，#$ 世纪中叶 56789:89 首先把熵引进热力学 *在 ;260<=7// 方程：! >
" 62?#$ 里，熵是用来描述热力学系统无序程度的量 %作为一个近代的概念，#$)’ 年 @A7//2/ 在创立信息论时，

将熵引入作为量度信源不确定性的惟一量 %这个量与热力学和统计力学中的熵的数学形式和物理意义都相

近，不过为了明确起见，信息论中的熵有时也称为“信息熵”或“仙农（@A7//2/）熵”［#］%
在岩土工程反问题中，由于受建模目的和先验知识水平的影响，以及对系统的分解方式的差异，系统辨

识建模问题是没有惟一解的 %即使是在确定了分解水平的描述模型后，由于状态集合的多样性，也使得同一

模型结构存在多解性，用数学语言描述岩土工程反问题属于不适定问题 %对于解决此类问题，最大熵原理是

最有效的方法之一，特别是当数据或条件不够的情况时 %最大熵原理就是说，在所有可行解中，满足一定约束

条件时，应该选择熵最大的一个 %从熵作为不确定程度的度量来看，此时的解包含的主观成分最少，因而是最

客观的 %

! 最大熵原理

信息蕴涵于不确定性中，而不确定性在概率论中是用随机事件或随机变量来描述的，因此信息的定量表

征必然联系着不确定性的量度［!］%为了定量测度随机事件的不确定性，@A7//2/ 给出了下面的定义：

设 & 是取有限个值的随机变量

’( ) ｛& ) *(｝ ( ) #，!，⋯，+ （#）

即 & 取 *( 的先验概率为 ’( %
则 & 的熵定义为

,（&）) ,（’#，’!，⋯，’+）) - "!
+

( ) #
（’(·62?!’(） （!）

,（&）称为信息熵，它度量了随机变量 & 的不确定程度，可以将信息熵理解为物质系统内状态的丰富程

度或复杂程度，是一种态函数 %式（!）中常数 " 决定于所选用的单位，选取不同的对数底，熵就有不同的单

位 %一般为了数学运算方便，常取 . 为底，单位为 /70（奈特），此时 " > #，且除非特别标明，在信息熵引用时，有

62? > 62?. > 6/；当对数以 ! 为底时，信息单位为 B:0（比特）；以 #" 为底时，信息单位为 C7106.4（哈特莱）%而对于

连续信源，当 & 的分布用概率密度 ’（ *）（连续函数）来描述时，可用离散信源来逼近，即在式（!）中令 ’( >
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!（"#）!" $如果我们将式（"）定义的离散信源的信息熵看作绝对值量，则式（"）可写为

%绝 & #$%
!"!&

’"
’

# & (
!（"#）!"·#)（!（"#）!"{ }） & ’#!（"）#)（!（"））!" ’ #$%

!"!&$
’

# & (
#)（!"）!（"#）!" （*）

考察式（*）最后一项，当 !"!& 时，有"
’

# + (
!（ "#）!"!(，而 #)（!"）! , ’ $所以式（*）最后一项趋于’ $在

此，定义式（*）的倒数第二项为连续信源的熵（相对量）

%（(）& ’#!（"）#)（!（"））!" （-）

由式（*）（-）的定义可知，连续信源的熵并不是它实际输出的绝对熵 %绝，而是等于绝对熵减去一个无穷

大项的相对值，但这个无穷大项在计算熵的变化问题时，将出现两次，一次为正，一次为负，其大小不变，相互

抵消［(］$因此，在任何包含有熵的差的问题中，使用连续信源熵的定义及式（-），都会得到正确的结论 $而实际

上，本文将涉及的都是熵的差 $当然，仍需强调的是连续信源定义的熵是一个比无穷大（’）大多少的相对量，

不是绝对量，而离散信源定义的熵是一个绝对熵，二者是不同的 $
使得熵得以广泛应用的一个重要概念是 (./0 年 123)45 在统计力学中正式提出的最大熵原理（6789，

:;$)<$:#4 => %2?$%@% 4)A;=:3）$热力学第二定律告诉我们，一孤立的物质系统的熵永远不会减少，并将自动加

大到它所能达到最大值 $当人们将这种熵增加原理用于非热力学领域时便称之为最大熵原理（或最大熵方

法）$从这个意义上来讲，最大熵原理对解所作的选择是“合乎自然”的［(，"］$这里，( 可以是概率场，!（·）或 !#
也可以是频率或比例，或所谓的置信度（!4B;44 => C4#$4>）$但对于连续分布情况下的式（-），由于不像离散分布

情况下的式（"）在变量之间是一一对应的变换，所以在求最大熵时，不一定用熵的原始定义，而通过引入测度

)（"），用熵的导出表达式

%（!（"） )（"））& ’#
*’

’’

!（"）#) !（"）
)（"( )）

!" （/）

以克服这一困难 $ )（"）只要依 !（"）变化的同一方向变化，就可以保持 % 的值不变 $

! 最大熵原理背景下的极大似然函数

设随机变量 ! 为观测数据，!（!）为其真实的概率密度函数 $所谓极大似然原理的物理意义是：对一系列

参数 "+ 及相应的概率密度函数 !（! "+）的可能模型中，设法找到参数估计值 #",-，使得 ! 在 #",-条件下的概

率密度函数最大可能地逼近 ! 在 "&（真值）条件下的概率密度函数，即应有

!（! #",-） !
%2?

!（! "&） （D）

为此，引入熵的表达式（/），有

%（!（!） !（! "+））& ’#!（!）#) !（!）
!（! "+( )）·!! &

#!（!）#)（!（! "+））!! ’#!（!）#)（!（!））!!
（0）

显然，式（0）最后一项与 "+ 无关，为常数 $因此，根据最大熵原理，最合适的模型便是使

#!（!）#)（!（! "+））!! & %2? （E）

的那一个 $又

.（#)（!（! "+）））&#!（!）#)（!（! "+））!! （.）

由式（.）可知，式（E）等价于

%/（! "+）& .（#)（!（! "+））& %2? （(&）

其中%/（·）为平均对数似然函数 $
由于 .（#)（!（! "+）））与 !（! "+））或 #)（!（! "+））之间存在单调的函数关系，所以式（E）及（(&）等价于

-（! "+）& !（! "+）& %2? （((）

/（! "+）& #)（!（! "+））& %2? （("）
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其中 !（·）及 "（·）分别为所谓的似然函数及对数似然函数 #式（!!）及（!"）即为极大似然原理的数学表达式，

或称之为满足式（!!）或（!"）的模型即为最“好”的模型 #由上述推论，本文为极大似然函数法给出了一个最大

熵原理背景下的新的解释，同时也为这一方法的应用赋予了新的含义，开拓了一个新的空间 #
在岩土工程中，极大似然法是用于量测误差分布已知的情形下的参数估计，其前提条件为：误差是可加

的并具有零均值和已知方差的正态分布随机变量；参数 ! 是确定性的量，而不是随机变量 #即设

"! $ "（!）%!" （!#）

!& ’ (（!，$%&（!&）） （!’）

式中：!&———量测误差列阵；$%&（·）———协方差阵；"!，"———观测数据及计算值列阵 #
则由式（!!）及（!"）似然函数为

!（" !）$ )（" !）$（"!）* +" $%&（!&）
* !
" ·()*（* !

"（"! * "）+$%&*!（!&）（"! * "）） （!,）

式中 + 为测点总数 #
对数似然函数为

"（" !）$ -.（)（" !））$ * !
"［+·-.（"!）% -.（ $%&（!&））%

（"! * "）+·$%&*!（!&）·（"! * "）］ （!/）

观察（!,）（!/）式，由于只有 &（!）与参数 ! 有关，因此使式（!,）（!/）极大似然的 #! 等价于使式中的（"! 0 "）+

·$%& 0 !（!&）（"! 0 "）极小，所以工程中常将

, $（"! * "）+·$%&*!（!&）（"! * "） （!1）

作为极大似然法的准则函数 #

" 最大熵原理背景下的贝叶斯模型

贝叶斯方法的原理是，把参数 ! 看作具有某种验前概率密度 )（!）的随机变量，然后通过观测与该函数

有关联的其他变量，设法从输入输出数据中提取关于参数 ! 的信息 #而后者可以归结为由参数 ! 的验后概

率密度函数 )（! "）的计算，来推断这个参数 #根据推断参数的方法，贝叶斯参数估计又分为极大验后参数估

计方法和条件期望参数估计方法 #
由概率论的基本概念有 )（! "）$ )（" !）)（!）

)（"）
（!2）

极大验后参数估计方法是以使验后概率密度函数 )（ ! "）达到极大值为估计准则，将所对应的参数值

作为估计值，记作 #!-. #这就意味着在数据 " 的条件下，参数 ! 落在邻域内的概率比落在其他邻域内的概率

要大 #条件期望参数估计方法则是直接以参数 ! 的条件数学期望作为估计值，即用随机变量的均值作为它

的估计值 #不过由于条件数学期望
#! $ /（! "）$"

%3

*3

!·)（! "）4! （!5）

在计算上难度较大，因此工程上多采用极大验后参数估计方法 #本文所讨论的贝叶斯方法也是指极大验后参

数估计方法 #由贝叶斯方法的基本思想，引入熵表达式（,），有

0［)（!） )（! "）］$ *")（!）-. )（!）
)（! "( )）

4! $

")（!）-.（)（! "））4! *")（!）-.（)（!））4! （"6）

由于验前概率密度 )（!）已知，且在求 )（! "）时，! 是作为常量的 #所以式（"6）最后一项为常数 #因此，根据

最大熵原理，最合适的模型应是使

")（!）-.（)（! "））4! $ 78) （"!）

的那一个 #同理可知式（"!）等价于 )（! "）$ 78) （""）

自然，由极大验后参数估计的思想，相应于式（"!）（""）成立的参数 #!-.即是待辨识参数的最“好”估计

值 #换句话说，通过最大熵原理，极大验后参数估计方法在此得到了进一步的论证 #
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取前提条件与式（!"）（!#）相同的前提条件，且增加参数 ! 为随机变量 !即设

! " #（!$，$%&（!）） （’"）

式中!$ 为参数 ! 的均值 !同时假设 $%&（!，"%）& ! （’#）

式（’#）表明 ! 与"% 不相关 !这里 $%&（"%），!$，$%&（!）均为已知矩阵 !则有

’（" !）&（’!）( )
’ $%&（"%） ( !

’ ()*（( !
’（"! ( "）+$%&(!（"%）（"! ( "）） （’,）

’（!）&（’!）( *
’ $%&（!） ( !

’ ()*（( !
’（!! (!$）

+$%&(!（!）（!! (!$）） （’-）

式中 * 为参数 ! 的维数 !由于 ’（"）与参数 ! 无关，故将式（’,）（’-）代入式（!.）有

’（! "）& ’（" !）·’（!）
’（"） & $%/01·()* ( !

’［（"! ( "）+$%&(!（"%）（"! ( "）{ +

（! (!$）
+$%&(!（!）（! (!$ }）］ （’2）

式中 $%/01 为与参数 ! 的变化无关的常量 !
求式（’2）的极大值，等价于求

, &（"! ( "）+$%&(!（"%）（"! ( "）+（! (!$）
+$%&(!（!）（! (!$） （’.）

的极小值 !式（’.）即为岩土工程中常用的贝叶斯反分析法的准则函数 !

" 小 结

随着人们对岩土工程研究的深入，反分析方法已成为目前解决岩土问题的主要方法之一 ! 特别是进入

’3 世纪 43 年代以来，运用随机系统论的方法进行岩土工程反演分析，建立非确定性的模型研究已日益引起

国内外学者的关注［"］!笔者基于概率与数理统计理论和现代信息理论，应用最大熵原理推导了岩土工程随机

反分析中常用的极大似然反分析法和贝叶斯反分析法的准则函数，它的理论意义在于，从数据信息的角度认

识了极大似然反分析和贝叶斯反分析的过程，比过去仅从数据和算法本身研究反演问题多了一个参照系，使

得对传统意义上反分析法中的不确定性研究有了一个新的模式 !
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