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摘要：根据广义平面应变问题具有所有物理量沿某一方向变化为零的特点，针对连续、各向异性两

相饱和介质，在变形满足小变形、孔压流满足达西定律、有效应力原理成立的假定下，建立以增量形

式的三向荷载作用下液固耦合作用的平面有限元分析方法 ’
关键词：液固耦合；三向荷载；平面应变；有限元

中图分类号：)*+,；-!+#’(! 文献标识码：. 文章编号：#"""!#$("（!"",）"#!""&&!"&

无论在岩体结构还是在土体结构中，液固两相耦合问题是一个十分普遍而又重要的问题，如岩体渗流与

应力的耦合问题、土体的固结问题等 ’由于这类问题的复杂性，除极简单情况，欲寻求其解析解往往是十分困
难的，因此人们常常借助某种数值手段来解决，其中有限元方法是一种十分有用的手段 ’自 #$+#年 /012提出
著名的三维固结理论之后，许多学者对该类问题的数值解法进行了研究，已取得了较丰硕的成果［# 3 +］’笔者
也曾对岩体渗流与应力耦合问题的三维有限元解法进行了研究，取得了较满意的结果 ’然而，在工程实际中，
往往会遇到结构为二维但荷载为三维的情况，如断面形状和尺寸沿某一方向不变，但沿该方向有荷载作用的

情况 ’此类问题不属于常规的平面应变问题，但如果采用三维有限元法求解，又使问题人为地复杂化，很不经
济 ’本文专门研究此类结构为二维、荷载为三维的有限元解法，并考虑了液相的可压缩性 ’

! 广义平面应变问题的特点
广义平面应变问题的特点是各种物理量如水压力、位移、应力、荷载等沿某一方向的变化量为零 ’

" 液固两相耦合广义平面应变问题的基本方程
假定介质为连续的、各向异性的液固两相饱和体，变形满足小变形协调定律，孔压流满足达西定律，并假

定有效应力原理成立，则根据广义平面应变问题的特征（假定各物理量沿 ! 方向的变化量为零），可以建立
如下方程：

"#! 平衡方程
根据单元体力的平衡条件，可建立
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式中：""’)——— ) 方向的体力分量增量；"$%———孔隙水压力增量；"!)*"———有效应力分量增量 +下标 #，!，,
分别表示 ,，!，- 坐标；下标“，#”和下标“，,”分别表示对坐标 , 和 - 的偏导数 +
根据单元体流量平衡条件，可建立
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其中 .)*

! ( .)* 3"%4 （,）
式中：0#———#对时间求偏导；"#1———固相骨架变形引起的体变增量；"#1%2———液相压缩引起的液相体变增
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量；!"#
!———有效渗透张量元素；!"#———渗透张量元素；!$———水的密度；%———重力加速度 &

!"! 本构方程
#$ 固相骨架应力应变关系
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式中：)"#———应力应变刚度矩阵元素；$+，$-———压缩阻尼系数和剪切阻尼系数；!#"#———应变分量的增量 &根
据广义平面应变问题的特点，任一变量对 . 方向的偏导数为零，因此有
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%$ 液相水压力体变关系
假设水的体积模量为%$，则有

!0$ ( %$·!#1$+ （&）

& 有限元支配方程的建立和求解
将式（$）（%）（&）代入式（!）和式（"），可建立以位移和孔隙水压力表示的平衡方程，再应用加权余量法，可

建立如下对任意权函数&成立的积分方程组：
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式中：!———土体的体积模量，! !!! " #，# 为孔隙率 $
对式（"）进行分部积分，并考虑边界条件，则可以建立：

!
"

（#%!&’#，# (，# )#*!&’#，$ (，$）%+#%+$ )!
"

（#*!&’$，# (，$）%+#%+$ )

!
"

［（,##!’#，# ) ,#&!’#，$）(，# )（,&#!’#，# ) ,&&!’#，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,#’!’(，# ) ,#)!’(，$）(，# )（,&’!’(，# ) ,&)!’(，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,#$!’$，$ ) ,#&!’$，#）(，# )（,&$!’$，$ ) ,&&!’$，#）(，$］%+#%+$ -!
"

!’!(，#%+#%+$ .

!
"
$!/# (%+#%+$ )"#"%!

01# (% * （*）

!
"

（#*!&’(，# (，# )#*!&’(，$ (，$）%+#%+$ )

!
"

［（,’#!’#，# ) ,’&!’#，$）(，# )（,)#!’#，# ) ,)&!’#，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,’’!’(，# ) ,’)!’(，$）(，# )（,)’!’(，# ) ,))!’(，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,’$!’$，$ ) ,’&!’$，#）(，# )（,)$!’$，$ ) ,)&!’$，#）(，$］%+#%+$ .

!
"
$!/( (%+#%+$ )"#"%!

01( (% * （+）

!
"

（#*!&’#，$ (，#）%+#%+$ )!
"

（#*!&’$，# (，# )#%!&’$，$ (，$）%+#%+$ )

!
"

［（,&#!’#，# ) ,&&!’#，$）(，# )（,$#!’#，# ) ,$&!’#，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,&’!’(，# ) ,&)!’(，$）(，# )（,$’!’(，# ) ,$)!’(，$）(，$］%+#%+$ )

!
"

［（,&$!’$，$ ) ,&&!’$，#）(，# )（,$$!’$，$ ) ,$&!’$，#）(，$］%+#%+$ -!
"

!’!(，$%+#%+$ .

!
"
$!/$ (%+#%+$ )"#"%!

01$ (% * （#,）

!
"

!&’#，# (%+#%+$ )!
"

!&’$，$ (%+#%+$ )!
"

!&’!!-# (%+#%+$ )

!
"

2$##!’!，# (，#%+#%+$ )!
"

2$$$!’!，$ (，$%+#%+$ .

!
"

（2$##$!!/# (，# ) 2$$$$!!/$ (，$）%+#%+$ )"#"3
!03#(% * （##）

式中：!014———应力边界 4 方向面力分量增量；!03#———流量边界法向流量增量 $

以形函数为权函数，采用伽辽金有限元法［&］，在空间上对位移和孔压离散，即!’%&
5

4 ! #
&4!’4，则可以建立

如下的有限元支配方程：
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将方程（!$）整体组装，采用 &’()*+,.%方法
［-］进行时间离散，则可进行方程组的求解，从而得到!/ 和!0/ 1

! 结 语

无论在岩体结构还是在土体结构中，常常遇到结构形状和荷载沿某一方向基本不变的特殊的液固耦合

问题，此时如果仍采用三维有限元法来求解，难免会使问题人为地复杂化 1本文建立的广义平面应变液固耦
合有限元法，可使该类问题大大简化，该方法适用于任意符合广义平面应变特征的液固耦合问题 1
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