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摘要：引进!!!!凝聚环的概念，具体地刻画了!!!!凝聚环，得到一个环 )是!!!!凝聚环的一些等价
条件，改进了引文［#，!，*，+］的一些结果；进一步地，对于 !!凝聚环，把单边挠理论的概念推广到双
边挠理论的情形 "
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如果环 )的每个有限生成右理想是有限表现的，则称 )是右凝聚环 "作为右 ./01203环的推广，42560在

引文［#］中首次引进了右凝聚环的概念 " 7/806［!］把 42560关于右凝聚环的概念推广到了任意的遗传挠理论

（20309:153; 1/36:/8 120/3;）!<（!，" ）的情形；如果环 )的每个有限生成右理想是!!有限生成的，则称 )是右!
!凝聚的 "=/8>5?0>［*］得到了!!凝聚环的一些进一步的性质 "

4/615［’］给出了 !!凝聚环的定义（! 为任意的正整数）：如果环 )的每个 !!表现右 )!模都是（! @ #）!表现

的，则称 )是右 !!凝聚的 "陈建龙和丁南庆［+］得到了 !!凝聚的进一步的性质 "本文中，引进!!!!凝聚环的概
念，具体地刻画了!!!!凝聚环，得到了一个环 )是!!!!凝聚环的一些等价条件，改进了引文［#，!，*，+］的一
些结果 "进一步地，对于 !!凝聚环，笔者把单边挠理论的概念推广到了双边挠理论的情形 "

! 基 本 概 念
如果右 )!模的一个子类 !对于子模、同态像、扩张以及直和是封闭的，则称 !为一个遗传挠类（20309:153;

1/36:/8 A?566），! 可以惟一地确定一个无挠类（1/36:/8!B300 A?566）" <｛% C/D)（&，%）< "对所有的 &!! ｝"显

然，" 对于子模、内射包、扩张和直积是封闭的，此时称!<（!，" ）是右 )!模的一个遗传挠理论 "对于一个右

)!模 %，如果存在 % 的子模%’使得% ( %’!! ，则称 %)是!!有限生成的；如果存在一个正合列 "")"#"
%""，此处 # 是有限生成自由的，) 是!!有限生成的，则称 %)是!!有限表现的（"!B:8:10?; E30608109）"
设 )是环，! 是非负整数，根据文献［* F &］，如果存在一个右 )!模的正合列 #!"#!!#"⋯"##"#""%

""，这里每个 #* 是有限生成自由（投射）右 )!模，则称 % 是 !!表现的，或 !!#$ "这个概念容易推广到挠理论

!) <（!)，")）中去 "设 % 是一个右 )!模，! 是非负整数，如果存在一个正合列 "")!"#!!#"#!!!"⋯"##"

#""%""（这里每个 #* 是有限生成自由（投射）右 )!模，)! 是!)!有限生成的），则称 % 是!)!!!表现的（或

% 是!)!!!#$）"如果每个 !!表现的右 )!模是（! @ #）!表现的（见文献［’］［+］），称环 )是右 !!凝聚的 "如果任

一 !!#$ 右 )!模是!)!（ ! @ #）!#$，则称环 ) 是!)!!!凝聚的 "设 % 是一右 )!模，! 是正整数，如果

G/3!)（%，+）< "对所有 !!#$ 左 )!模 + 成立，则称 % 是 !!平坦的 "如果 HI1)!（+，%）< "对所有 !!#$ 右 )

!模 + 成立，则称 % 是 !!#$!内射的 "类似地可定义 % 为左 )!模的情形 "
本文中，所有的环均是有单位元的结合环，所有的模均是酉模，对于任一模 %，用 % @ < C/DJ!（%，K" ( J!）

表示 % 的示性模 "
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! 主 要 结 果
定理 " 设 !是一环，! 为非负整数，又设!! "（!!，"!）是一右 !!模的遗传挠理论，则下列命题等价：
（#）!是!!!!!凝聚的；
（$）对于任一 !!"# 右 !!模 $ 和任一!!!挠右 !!模 % 标准同态 %&’!!（$，% (）!)*+!!（$，%）(是同构
的；

（,）如果 % 是一个!!!无挠内射右 !!模，则 % (是 !!平坦的；
（-）对于任一!!!无挠右 !!模 %，% 是 !!"#!内射的当且仅当 % (是 !!平坦的；
（.）对于任一!!!无挠右 !!模 %，% 是 !!"#!内射的当且仅当 % ((是 !!"#!内射的；
（/）对于任一 !!"# 右 !!模 $ 以及任一!!!无挠右 !!模的正向系｛%&｝&" ’，012

!
)*+!!（$，%&）!)*+!!（$，

012
!
%&）是同构的；

（3）任一!!!无挠 !!"#!内射右 !!模的正向极限是 !!"#!内射的；
（4）若 % 是一个右 !!模，使得对任一!!!（! ( 5）!"# 右 !!模 $ 总有 )*+!!（$，%）" 6，则 % 是 !!"#!内
射的 (
证明 （#）#（$） 若 ! " 5，由文献［7］中的定理 7即得 (下面假定 !$8 (
设$ 是任一 !!"# 右 !!模，且 % 是一个!!!无挠右 !!模 (考虑正合列

"! ! "!"5! "!"8! "!"7!⋯! "5! "6! $ ! 6
这里每个 "& 是有限生成自由的 (假设 )!!8 " 9.’（"!!8!"!!7）（若 ! " 8，定义 "!5 " $），则

%&’!!（$，%*）% %&’!5（)!"8，%
*）

以及 )*+!!（$，%）(%)*+5!（)!!8，%）
(

显然，$ 是!!!（! ( 5）!"# 当且仅当 )!!8是!!!8!"# (由文献［7］中的命题 8，)!!8是!!!8!"# 当且仅当

)*+5!（)!"8，%）
*% %&’5!（)!"8，%

*）

对每个!!!无挠右 !!模 % 成立，故 $ 是!!!（! ( 5）!"# 当且仅当 )*+!!（$，%）(%%&’!!（$，% (）对每个!!!无
挠右 !!模 % 成立 (于是，!是!!!!!凝聚的当且仅当对每一 !!"# 右 !!模 $，$ 是!!!（ ! ( 5）!"# 当且仅当

%&’!!（$，% (）%)*+!!（$，%）(对于每个!!!无挠右 !!模 % 成立 (
（$）&（,）显然 (
（,）&（#）设 $ 是任一 !!"# 右 !!模，即存在一个正合列

"! ! "!"5!⋯! "5! "6! $ ! 6
其中每个 "& 是有限生成自由的 (令 )& " 9.’（"&!"&!5），& " 5，8，⋯，!，以及 )6 " 9.’（"6!%）(显然，$ 是

!!!（! ( 5）!"#当且仅当 )!!8是!!!8!"#，由文献［7］中的命题 8，当且仅当 %&’!5（)!!8，%
(）" 6对于每个!!!无

挠内射右 !!模 % 成立，由（,），%&’!!（$，% (）" 6对每个!!!无挠内射右 !!模 % 成立，但 %&’!5（)!!8，%
(）%

%&’!!（$，% (）" 6，故（#）成立 (
（$）&（-）和（-）&（,）显然 (
（-）#（.）由文献［:］中的命题 8 (7即得 (
（#）&（/）设 $ 是一个 !!"# 右 !!模，在（#）#（$）的证明中，有

)*+5!（)!"8，%&）% )*+!!（$，%&）

以及对于每个!!!无挠右 !!模的正向系｛%&｝&" ’有012
!

)*+5!（)!!8，%&）%012
!

)*+!!（$，%&），类似于（#）#（$）的证

明，利用文献［7］中的命题 8，有 $ 是!!!（! ( 5）!"# 当且仅当对于每个!!!无挠右 !!模的正向系｛%&｝&" ’有

012
!
)*+!!（$，%&）%)*+!!（$，012

!
%&）(

（/）&（3）显然 (
（3）&（#）设 $ 是任一 !!"# 右 !!模，类似于（#）#（$）的证明，只要证得 )!!8是!!!8!"# 的即可 (
设｛%&｝&" ’是!!!无挠 !!"# 内射 !!模的正向系，由（,），012

!
%& 是 !!"# 内射的 (则
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!"#$%（!"!&，’()!
#$）" !"#"%（%，’()

!
#$）& *

但是’()
!
!"#$%（!"!&，#$）"’()

!
!"#%"（%，#$）+ *，故 !"#$%（!"!&，’()

!
#$）"’()

!
!"#$%（!"!&，#$）’

由文献［,］中的命题 &，!"!&是"%!&!()，故 % 是"%!（" - $）!() ’所以（.）成立 ’
（.）#（/）显然 ’
（/）#（0）设｛#$｝$$ *是一个"%!无挠 "!() 内射右 %!模的正向系，且 % 是任一"%!（" - $）!() 右 %!模，考
虑正合列 *!!" - $!("!⋯!(*!%!*，其中 ($ 是有限生成自由的，且 !" - $是"%!有限生成的 ’设 !"!& +
123（!"!&!!"!,），则 !"!&是"%!&!() ’利用文献［,］中的命题 &，有’()

!
!"#$%（!"!&，#$）"!"#$%（!"!&，’()

!
#$）’而 !"#$%

（!"!&，#$）"!"#%"（%，#$），以及 !"#$%（!"!&，’()
!
#$）"!"#%"（%，’()

!
#$）’所以

!"#$%（%，’()
!
#$）" ’()

!
!"#%"（%，#$）& *

由（/），’()
!
#$ 是 "!() 内射的，故（0）成立 ’

作为定理 $的应用，笔者给出右 "!凝聚环的进一步性质 ’
推论 ! 下列各条件等价：
（.）%是右 "!凝聚的；
（4）对任一 "!() 右 %!模 % 及任一右 %!模 #，标准同态 563%"（%，# -）!!"#"%（%，#）-是同构的；
（7）对任一内射右 %!模 #，# -是 "!平坦的；
（8）若 # 是一个右 %!模，使得对任一（" - $）!() 右 %!模 % 都有 !"#"%（%，#）+ *，则 # 是 "!() 内射的 ’
下面，将对 "!凝聚环的单边挠理论推广到双边挠理论 ’
定义 " 设"$ +（!$，"$），"& +（!&，"&）分别是右 %!模和左 %!模的挠理论，如果右 %!模 #$"$，且 # -$

"&，则称右 %!模 # 是"$ 9"&!无挠的 ’如果有限生成的右 %!模 # 对任一"$ 9"&!无挠的右 %!模 %，标准同态

#%%% -!:6)%（#，%）-都是同构的，则称有限生成的右 %!模 # 是"$ 9"&!()（或"$ 9"&!$!()）；当 "&&时，
如果存在一个正合列

*! !"!$! ("!&!⋯! ($! (*! # ! *
其中每个 ($ 是有限生成自由的，且 !"!$是"$ 9"&!()，则称 # 是"$ 9"&!"!() ’如果每个 "!() 右 %!模是

"$ 9"&!（" - $）!()，则称环 %是"$ 9"&!"!凝聚的 ’
显然，任意 "!() 右 %!模是"$!"!()，任意"$!"!() 右 %!模是"$ 9"&!"!() ’任意"$!"!凝聚环是"$ 9"&!"

!凝聚的，但反之未必成立 ’例如，设 % 是一个非右 "!凝聚环，又设"$ +｛*｝，"& +｛全体左 %!模｝，则 % 是

"$ 9"&!"!凝聚的，但非"$!"!凝聚的 ’
引理 # 设"$ +（!$，"$），"& +（!&，"&）分别是右 %!模和左 %!模的挠理论，又设 # 是有限表现右 %!模，若

"$ 9"&!无挠类对于内射包封闭，则下列条件等价：
（.）# 是"$ 9"&!&!()；
（4）对任一"$ 9"&!无挠模 +，#：563

%
$（#，+ -）!!"#$%（#，+）-同构；

（7）对任一"$ 9"&!无挠内射模 +，563%$（#，+ -）+ * ’
证明是容易的（略）’
定理 $ 设"$ +（!$，"$），"& +（!&，"&）分别是右 %!模和左 %!模的挠理论，若"$ 9"&!无挠类对于内射包封

闭，" 为正整数，则下列命题等价：
（.）%是"$ 9"&!"!凝聚的；
（4）对于每个 "!() 右 %!模 % 和每个"$ 9"&!无挠右 %!模 #，标准同态 563%"（%，# -）!!"#"%（%，#）-是同
构的；

（7）若 # 是"$ 9"&!无挠内射右 %!模，则 # -是 "!平坦的；
（8）对每个"$ 9"&!无挠右 %!模 #，# 是 "!() 内射的当且仅当# -是 "!平坦的；
（2）对每个"$ 9"&!无挠右 %!模 #，# 是 "!() 内射的当且仅当# --是 "!() 内射的 ’
证明 利用引理 ;，类似于定理 $的证明，可得到全部结论（略）’
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