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可考虑剪切变形影响的稳定函数单元模型
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摘要：以考虑剪切变形影响的稳定函数单元的割线刚度方程为基础，导出了单元切线刚度方程 (针
对切线刚度矩阵中一些元素的数值在某一区段内难于求得的问题，采用数字插值和多项式曲线拟

合的方法，得到了切线刚度矩阵 (最后，由数值算例验证了改进模型的正确性 (
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在构造一个能考虑稳定效应的几何非线性单元模型中，由 -./0［#］发展的以稳定函数作为单元位移场而
建立起来的稳定函数单元模型，被公认为是一种最精确、最实用的杆件非线性分析模型，已广泛应用于各种

结构的非线性分析中［!，$］(但是，在应用该模型对结构进行非线性分析时，都没有考虑剪切变形的影响，其难
点之一是单元的切线刚度矩阵中的一些刚度元素的数值在某一区段内难于求得 (本文首次采用数字插值及
多项式曲线拟合的方法，比较容易地求出了切线刚度矩阵的数值 (该方法为更精确的结构分析提供了必要的
手段 (

! 单元的割线刚度方程
本文以可考虑剪切变形的稳定函数作为位移场来建立有限元计算模型，并作如下假设：（/）单元为等截

面和弹性的，横截面为双轴对称，其变形后仍保持平面；（1）不考虑局部屈曲、侧向扭转屈曲影响；（2）小应变，
大变形；（3）所有外载都是保守力 (
由文献［’］可得单元的割线刚度方程
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式中 &#，&!的具体表达式见文献［’］,
由于弯剪变形而引起的单元轴向应变为
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式中 - 为单元的稳定挠曲函数［’］，通过积分可得
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式中 /，0 为与轴力有关的系数 ,对比不考虑剪切变形的且与式（$）形式相同的表达式［$］+# 4（&"
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将 /，0 代入式（$）中可得
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!，!$
"是不考虑剪切变形影响的弯曲刚度系数，其表达式见文献［!］,

可将上述平面割线刚度方程（!）扩展成空间割线刚度方程
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! 梁柱单元的切线刚度方程
单元的切线刚度方程可通过求导割线刚度方程（’）而得，即
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对于空间情况，!，" 定义为
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由此可导得单元的切线刚度矩阵方程为
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式（%）中 #0 为单元的切线刚度矩阵，其表达式可取为
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式中有关系数可由下列各式确定：
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式中：! ! " # "#
$%，" 为剪切不均匀系数；$———剪切模量；%，&———单元横截面积和单元长度 ’

由于 (")，($)的导数在!（! ! #&$ *（+,!! ））为零附近的数值难于由其导函数表达式直接获得，故求得

(")，($)的导数值就成为解决问题的难点和关键 ’本文采用差分商取代 (")，($)的导数 ’只要差分段足够精
细，差分商就具有极高的精度 ’为了实现对具体问题的计算，首先求出数个点上的差分商，然后以多项式（如
四次多项式）分段来拟合差分商曲线，以此代替 (")，($)的导函数 ’在!的实用范围内，只要有适量的差分拟
合点（如分别取!点为 %，"，$，# "，# $），则多项式分段拟合曲线就具有极高的精度 ’ -")，-$)的导数也作同样
处理 ’无论 (")，($)及 -")，-$)的表达式有多么复杂，它们的导数都可由本文方法求得 ’另外，该法避免了像
文献［"，&］那样推导 (")，($)及 -")，-$)的导数的解析关系式的麻烦而可以直接求解 ’

! 结构节点的增量平衡方程
一般来说，单元杆端力的增量是由单元变形的改变与单元刚体位移的变化而产生的，因此，单元的切线

刚度矩阵由单元的形变切线刚度矩阵和单元的几何刚度矩阵组成 ’可以求得整体结构的切线刚度矩阵，其具
体表达式为
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式中：!!———结构节点力增量矢量；!#———结构节点位移增量矢量；"/ ."
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1（$1 是坐

标转换矩阵，’1 是考虑结点大位移的几何刚度矩阵，%1 是在单元局部坐标下由 )个基本的杆端力求单元总
的 "$个杆端力的转换矩阵，0 是单元结构总数目，$1，’1，%1 的具体表达式见文献［$］）’

" 非线性方程组的解法
本文采用控制位移增量的 *+,-./012345/0迭代法求解结构非线性方程 ’

# 数 值 算 例
例 $ 取一平面肘形刚架，其材料物理参数 + ! $"% 67+ ’本例中只考虑其几何非线性的性能 ’在结构杆

件截面 %、跨度 & 取不同值的情况下，比较剪切变形对结构力学性能的影响 ’采用控制位移增量的 *+,-./01
2345/0迭代法求解结构的非线性方程 ’由图 "可看出：肘形刚架在跨度 & 缩短、截面放大的过程中，剪切变
形的影响逐步增大；随着结构变形的增大，剪切变形的影响也随之加大 ’

图 $ 例 $荷载 位移曲线
%&’($ )*+,-,&./0+123245 16782

例 9 取一正六边形空间刚架，其 + ! & ’%&67+，$ ! " ’"%67+ ’本例中只考虑其几何非线性的性能 ’在结
构杆件截面 %、跨度 & 取不同值的情况下，比较剪切变形对结构力学性能的影响 ’采用控制位移增量的
*+,-./012345/0迭代法求解结构的非线性方程 ’
由图 $可看出：正六边形空间刚架在杆件长度缩短、截面放大的过程中，剪切变形的影响逐步增大；随着

结构变形的增大，剪切变形的影响随之加大 ’
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图 ! 例 !荷载 位移曲线
"#$%! &’()*)#+,-(./0/12 .345/

6 结 论

(% 本文所推导的考虑剪切变形影响的稳定函数模型的切线刚度是正确的，可用于实际结构的计算 !
7% 剪切变形对结构的影响，随着结构杆件单元高长比的增加、结构整体变形的加大而变大 !
.% 剪切变形对结构的影响，随着结构杆件轴力的加大而增大 !
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