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基于点!点单元的预应力混凝土结构仿真分析
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摘要：基于增量形式的有限元法，建立接触摩擦问题的等效单元劲度!约束矩阵和等效结点荷载向
量，提出一种利用点!点接触摩擦单元来模拟预应力钢筋混凝土中钢绞线与混凝土三维非线性接触
模型 ’该模型以结点位移和接触应力作为基本未知量，考虑固定、滑动和张开 )种接触条件，可以模
拟预应力筋与混凝土之间的摩擦和滑动、张开和闭合；可用标准的有限元法将单元劲度矩阵和单元

荷载向量集成到总劲度矩阵和总荷载向量中，计算过程简单，结果合理 ’
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目前预应力混凝土结构设计中，预应力构件一般作为混凝土结构，预应力作为外荷载，运用材料力学方

法和数值方法进行计算 ’ ./012［#］充分考虑预应力筋和混凝土的相互作用得出了弹性解析算法的理论 ’该理
论导出的超越方程，求解不便，且仅适用于简单的预应力构件，无法与有限单元法相衔接 ’本文建立了基于点

图 ! 点!点接触单元
"#$%! &’#()*)’*+’#() ,’()-,) ./.0.()

!点接触摩擦单元三维非线性接触摩擦问题的新模型 ’该模型以结点位移
和接触应力作为基本未知量，考虑固定、滑动和张开 )种接触条件，能模拟
具有初始裂缝和无初始裂缝两物体间的滑动、张开和闭合 ’文中利用虚位
移原理并考虑接触界面上的约束条件，建立接触摩擦问题的等效单元劲度

!约束矩阵和荷载向量 ’并对无粘结预应力混凝土结构进行了计算 ’

! 接触摩擦单元基本理论

! ’! 接触摩擦单元的劲度矩阵
考察两物体的接触，用标准的有限元方法将其离散化 !在相对应的点

上，布置点!点接触单元 !整个问题采用笛卡儿坐标系 "，#，$，局部采用 %，
&，’，用于描述接触摩擦单元，见图 # !
运用虚位移原理有
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式中：#，$———整体坐标系中的增量结点位移向量和等效结点力向量；%，!———局部坐标系中的增量相对
位移向量和增量接触应力向量；!#&，"———局部坐标系中的增量结点相对位移向量和增量结点接触应力向
量；’———插值函数矩阵；!———坐标转换矩阵；#*+（ * " $，(，)；+ " %，&，’）———局部坐标轴 * 和整体坐标轴 +
之间的方向余弦 ,
将式（#），（$）代入式（%）中，得到接触摩擦单元的接触应力与接点力之间的关系为
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! ," 接触面约束条件
在三维接触摩擦单元中，接触条件分为固定、滑动和张开三类 ,其中固定指结点对闭合；滑动指切向剪应

力超过允许剪应力，结点对之间有相对位移；张开指结点对产生裂缝［*］,对应于不同的接触状态，接触面上的
位移和应力应满足不同的连续条件和约束条件 ,图 %的结点对，其约束条件为
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式中：*———三阶单位矩阵；2%，3(%，3)%，4%，5(%，5)%———指定的结点相对位移或接触应力，与上一荷载步和当

前计算步时结点对所处的接触状态有关；)———对角矩阵，定义如下：
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式中 6%，6*和 6,与当前计算步结点对所处的接触状态有关：固定状态 6% " %，6* " %，6, " %；滑动状态 6%

" %，6* " +，6, " +；张开状态 6% " +，6* " +，6, " + ,
故约束方程可写成
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! ,# 接触摩擦单元等效劲度!约束矩阵
由式（’），（%*）得
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.7，/7 分别为等效单元劲度"约束矩阵和等效单元荷载向量，可用标准的有限元集成方法叠加到总劲度矩阵
和总荷载向量中去 ,

" 接触问题的求解
接触问题要经多次迭代才能获得正确解 ,

"%! 正确状态的确定
计算时，首先假设单元处于某种接触状态，如固定、滑动或张开 ,按照假定的状态，分别计算单元劲度矩

阵和等效荷载向量，解有限元方程后得到一组试验解 ,将试验解进行接触状态检查，看其是否与原接触状态
相同，如果相同，则说明假设正确，相应的解即为正确解；如不同，则选择试验解作为新的接触状态，重新计算
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单元劲度矩阵和荷载向量，进行新的一轮的迭代，直到收敛［!］!
! !! 主要计算步骤
假设在荷载步 "，已进行第 # " #次迭代，现考察第 # 次的情况：（$）假设经第 # " #次迭代后求得的接触

状态为正确状态，按式（#%）计算等效单元劲度约束矩阵 !（&）根据假设的约束状态，按表 #和式（#’）形成等效
单元荷载向量 !（(）将等效单元劲度!约束矩阵和单元荷载向量分别叠加到总劲度矩阵和总荷载向量中去 !
（)）求解有限元方程，得到增量位移 $# 和增量接触应力!# !（*）计算总位移和总应力

$"# % $"&# ’ $#

!"
# %!"&# ’!#

（+）按表 ,对每一结点对选择新的接触状态 !（-）检查新的接触状态是否与原接触状态相同，如相同，继续下
一荷载步；如不同，转（$），进行新的一轮的迭代 !

表 " 相对结点位移向量
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!和结点接触应力向量
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荷载步 " " #
荷载步 "
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) """ " #
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表 ! 接触状态判据
#$%&’ ! 41./$,/ */$/5* ,2)/’2)1.

迭代步 # " #
迭代步 #

固定 滑动 张开

固定 !"
# 0［!］，""

# 0［"］ !"
# 0［!］，""

#!［"］ !"
#!［!］

滑动 !"
# 0［!］，（").）# 0# !"

# 0［!］，（").）#!# !"
#!［!］

张开 （"-.）# 1 / 0 / （"-.）# 1 /!/

表 # 和表 , 中：!" " #，"" " #
) ，"" " #

* ，

（"-.）" " #分别表示荷载步 " " # 时，局
部坐标系中的法向接触应力、沿 ) 和 *
方向的切向剪应力及法向相对位移；/
为沿法线方向的初始裂缝；（"-.）#，
（"0.）#，（"1.）# 分别为荷载步 " 当前迭
代步 # 时，局部坐标系中沿 2，)，* 方向
的增量相对位移；［!］为局部坐标系中法
线方向的容许应力；!"

#，""
#分别为荷载步 " 当前迭代步 # 时，局部坐标系中的法向接触应力和切向剪应力；
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#为给定的精度，可取#. /4//#5 !
结点对处于固定状态的条件是
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图 ! 接触摩擦块
6)78! 41./$,/ 92),/)1. %&1,:

处于滑动状态的条件是

!"
# 4［!］ ""

# 5［"］ （#7）
在切面上的滑动方向可由下式确定：

8$9$ %（""
*）# 3（""

)）# （,/）
处于张开状态的条件是 !"

# !［!］ （,#）

; 算 例

算例 " 如图,所示，上下两个接触摩擦块，下块底部固定，上块上部
受均布力 6 . #// :;$，上块底部受均布侧向力"，材料系数 7 . /，% . %’8，
9 . !/<;$，&. /4,’ !
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表 ! 数值解与解析解的比较
"#$%& ! ’()*#+,-(. (/ .0)&+,1#% -(%02,(. 3,24 #.#%52,1#% -(%02,(.

解析解 数值解

稳定 滑动 稳定 滑动

!!!!"!! #$% "!! #$%!! !!!!&&’( #$% &&’( #$%!!

计算结果与解析解的比较如表 ) 所示 !由
表 )可知，数值解与解析解比较吻合 !
算例 6 如图)所示，一根矩形截面梁，宽为

!’)*，配外形为抛物线形的 "+根 " , +(’-( **
钢绞线预应力筋后加张力，求梁在自重作用下

图 ! 矩形截面梁
7,89! :&12#.80%#+ -&12,(. $&#)

的挠度 9钢绞线全部预应力取 # , . !++ #/ !混凝
土杨氏模量取 $% , )’..0 - 1 "!. 2$%，预应力钢
绞线弹性模量 $& , "’( 1 "!- 2$%，梁容重" ,
+’. 1 "!./ 3 *) !摩擦单元 % , !，内摩擦角# ,
)!’，$ 点为张拉端，( 点固定 !
几种计算模型挠度计算结果比较如表 .所

示 !本文计算出的预应力损失值与我国建筑规
范［.］中推导的理论计算公式的计算值的比较如

表 -所示 ! 表 ; 摩擦应力损失比较
"#$%& ; ’()*#+,-(. (/ /+,12,(.#% -2+&-- %(--&-

点号 ( ) * + $

本文计算值 ! 0 !. "4 !! +. !4 )+ !"

规范理论解 ! 0 !& "- !( +) !- )" !"

表 < 挠度解算结果
"#$%& < ’#%10%#2&= +&-0%2- (/ /%&>,$,%,25

计算方法 解析解 本文计算模型 集中力模型

跨中挠度 ,** +. !) +) !& +( !&

< 结 语

本文建立了点!点接触摩擦单元的等效劲度!约束矩阵和等效单元荷载向量，在程序设计中，接触单元的
贡献可用常规的有限元集成方法叠加到总劲度矩阵和总荷载向量中去 !该模型可用来模拟相同网格划分的
面!面接触、面!线接触、线!线接触，因而具有较高的通用性 !
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