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弯矩分配传递极限公式在薄板弯曲问题中的应用
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摘要：用传统的弯矩分配法求解任意荷载作用下的薄板弯曲问题，将杆端弯矩表示为多次分配弯矩

和传递弯矩之和，得到了当分配传递次数无穷大时其表达式为公比小于 % 的无穷等比级数的和的
形式，并求得了该和的表达式即极限公式 (该极限公式便于编程电算，可方便地应用于任意荷载作
用下的薄板弯曲问题 (
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单块薄板弯曲问题通常通过查表求内力，连续等跨双向板通常简化为单块板进行计算，连续不等跨双向

板则需用有限元法进行求解 (为简化计算和便于编程，本文用弯矩分配传递极限公式［% . #］求解任意连续不等

跨双向板 (其中弯矩分配传递极限公式是指有 )个可动结点的连续梁或刚架弯矩分配传递无限次后的杆端
弯矩公式 (

图 ! 连续板
"#$%! &’()#(*’*+ ,-.)/

! 公式推导和算例
图 %所示连续板，周边简支，受均布荷载 ! 作用，欲求支座弯矩 (

! (! 求固端弯矩和结点不平衡力矩
固端弯矩 "#

%$为将板 %)$% 视为两边简支、两边固定、边 %中点的弯矩，查
表［’］得 "#

%$ / %0%&1$!；固端弯矩 "#
%&为将板 %!&’ 视为两边简支、两边固定、

边 %中点的弯矩，查表［’］得 "#
%& / 2 %0"$)!! (结点 %不平衡力矩为 )%* / "#

%$

3 "#
%& / "0%%)1! (同理，可求得其余结点不平衡力矩 (下面仅以只有结点 %作
用的不平衡力矩 )%*的情况为例 (
将固端弯矩及查表获得的弯矩分配系数 + 和传递系数 ,［1］列于表 %中 (

表 ! 固端弯矩、分配系数和传递系数
0.1-/ ! "#2/3 /(3 1/(3#($ 4’4/()，

!
!!

3#+)5#1*)#’( 6.7)’5 .(3 7.558’9/5 6.7)’5

结点号 下标 "# +-. ,-. 结点号 下标 "# +-. ,

!!!

-.

! !% 略 " (’1% " (!&) ) )% 略 " (’"4 " (

!!!

)’)
! !# 略 " (#)& " (!!" ) )’ 略 " (#&) " (

!!!

!&)
% %) % (%&4! " (#)& " (!!" #，’ #! 略 " (’"4 " (

!!!

)’)
% %! 2 % ("$)! " (’1% " (!&) #，’ ’) 略 " (#&) " (!&)

! (: 不平衡力矩 !!"作用下的极限公式

对于不平衡力矩 )%*作用下的问题，用三结点同时分配和传递的弯矩分配的极限公式
［!，)］列表进行计

算，计算过程绘于图 !中 (图 !为同时放松边 %，!，)而将边 #（边 #和边 ’为同一边）固定的情况 (边 !分配后
传递至 #的弯矩为 ,!#+!#,%!+%!)"% ，边 )分配后传递至 ’的弯矩为 ,)’+)’,%)+%))"% (这两个弯矩未表示在
图 !中，因为它们是一微量，分配后不再传递 (图 !中，
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!!"为板件 !" 的两端的分配系数 $!" $"!和双向传递系数 #!" #"!的乘积，!!#为板件 !# 的两端的分配系数

$!#$#!和双向传递系数 #!###!的乘积，称之为板件性质系数 % &! 为 !结点的性质系数，可由 !#板和 !"板的
板件性质系数求得，即

&! " ! ’（! ( !!" ( !!#） （"）
结点 !的总不平衡力矩 )!*乘以结点 !性质系数 &!为结点 !的等效不平衡力矩 )!! ，

)!! " )!*&! （#）
本例中，杆件性质系数

!!" " $!"$"!#!"#"! " $%&’!" + $%"(#" " $%$")$
!!# " $!#$#!#!###! " $%&$) + $%*#( + $%"" + $%#&# " $%$!)#

节点性质系数 &! " ! ’（! ( !!# ( !!"）" ! ’（! ( $%$")$ ( $%$!)#）" !%$*’*
源点等效不平衡力矩 )!! " )!*&! " $%!!#’, + !%$*’* " $%!!+(,
图 "（,）所示为计算公式，图 "（-）所示为本例计算结果 %图 "中支座左右两边的弯矩绝对值相等 %分析表

明，计算结果是正确的 %

图 ! 采用极限公式的弯矩分配法
"#$%! &#’#( )*+’,-./0.123 ’*’24( 3#1(+#0,(#*4 ’2(5*3

! 推广和求解步骤
图 !所示为 *跨板 .下面讨论和推广到两个方向都是任意跨的情况 .求解步骤如下：（,）求任意荷载作用

下的各板边中结点固端弯矩，进而求各板板边中结点不平衡力矩；（-）分别求各板板边中结点不平衡力矩作
用下的解，即各板（板边中点）端弯矩；（/）叠加由（-）步得到的各解得最后解 .下面先给出一些定义，然后讨论
上述（-）步，求解只有一个板边中结点作用外加不平衡力矩的情况 .
! .6 定义

.% 结点定义 %将外加不平衡力矩作用的板边中结点称为源点，设源点为 -，不平衡力矩用 )- 表示，和源

点相邻的板边中点称为源点的邻点，设为 . %
0% 板件性质系数的定义 %对源点 - 和源点的邻点 .，定义板件性质系数 !-.为

!-. " !.- " $-. #-.$.-#.- （*）
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!" 结点性质系数的定义 !对于源点 "，定义结点性质系数 #" 为

#" $ ! %（! &! ’"(） （"）

其中! ’"( 表示源点和所有邻点板件性质系数相加 !
#" 源点等效不平衡力矩 )"" 定义为

)"" $ )"#" （#）
其中 #" 由式（"）表示 !
$ !$ 求解步骤

%" 将等效不平衡力矩 )"" 作用于源点 "，在源点 " 对)"" 分配后传递至所有邻点 (，得 " 端分配弯矩)*
"(

和 ( 端传递弯矩)+
(" !

&" 对传递至邻点 ( 的弯矩,+
("，在 ( 结点分配后传递至源点 " 和 ( 结点的邻点 -；对传递至 - 点的弯矩，

因在 - 点分配后弯矩很小而不再传递 !
!" 将分配弯矩和传递弯矩相加得板端弯矩 !
以上 $个求解步骤可表述为：将 )"" 作用于源点 "，用通常的弯矩分配法进行如下的分配传递，在源点对

等效不平衡力矩 )"" 分配后传递到邻点，在邻点 - 分配后传递到源点和该邻点的邻点 -，在 - 点分配后不再
传递 !该求解步骤类同于刚架［%］!

’ 结 论

传统的弯矩分配法，将杆端弯矩表示为多次分配弯矩和传递弯矩之和，当分配传递次数无穷大时，其表

达式为公比小于 !的无穷等比级数的和，从而可方便地求得该和的表达式即极限公式 !本文将极限公式应用
于任意荷载作用下的薄板弯曲问题，所得公式便于编程电算 !
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