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迭代函数系统及其不可确定性的探讨
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摘要：阐述了在图像压缩中的迭代函数系统的理论，并利用自动机理论对其吸引子相关的迭代函数

系统的不确定性进行了探讨，从数学的角度给予了论证 +
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美国 0123456789于 #%:&年首创了分形理论 +在其代表作《分形：形态偶然性和维数》、《自然界的分形几
何》中都对分形理论作了具体、详实的阐述 +而今分形理论已经在许多学科中迅速得到了发展 +经典的编码方
法以纯数据的方式对待图像，利用信号理论和采用信号序列或矩阵的形式，从微观角度去编码 +由于没有考
虑图像自身固有的特点及人眼对图像的视觉特性，其压缩比不是很高 +利用分形图像技术可以在计算机上实
现模拟自然景物、动画制作、建筑物配景等，在影视制作中能生成奇峰异谷、独特场景、产生新奇美丽的景色 +
而且分形图像压缩方法利用图像中的局部相似特性进行图像编码，从而消除更多的冗余，得到更高的压缩

比 +将分形应用于计算机图像压缩，产生了一种很有发展前途的分形图像编码方法 +在海湾战争中，美军使用
了分形技术，用于军事地图的缩放、攻击目标的匹配追踪等 +
分形图像压缩的理论基础是迭代函数系统 *;<（*9471943 ;=2>9?82 <@A94B）定理、收缩映射定理和拼贴定理 +

迭代函数系统，它是分形绘图的典型方法 +该方法只需对少量参数进行反复迭代运算，就可以产生大量美丽
新颖的图片 +
对于分形理论以及迭代函数系统的研究虽然没有停止过，但目前只有部分图像可以用迭代函数系统的

方法进行有效压缩 +该项技术的应用还在接受检验 +本文对迭代函数系统及其不可确定性进行探讨 +从而使
人们对于迭代函数系统的实质有更深层次的理解 +

! 迭代函数系统
一个迭代函数系统由给定的 ! 个收缩仿射变换!#，!!，!$，⋯，!! 在一个以 " 为度量的度量空间｛#，"｝

上形成 $表示为｛#；!#，!!，!$，⋯，!!｝，其中 # 是一个 % 维欧几里德空间 $
不妨限制 # 于［"，#］% 空间，则一个 !维迭代函数系统 *;<可以定义如下：
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类似的，一个 #维迭代函数系统可以定义为
令 !：& ! & !（#）) ,’ * +
对于由压缩仿射变换构成的 *;<，根据收缩映射定理，它存在惟一的吸引子集 $仿射映射是由一组方程组
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成，每一个方程都有不动点 !通常把不动点称为吸引子，把一组仿射映射中所有不动点的集合，称为该仿射映
射的吸引子集 !

图 ! "#$%&#’()#三角形
*#+,! "#$%&#’()# -%#.’+/$

给出一个 !"#的例子：
!"#｛［$，%］&，!%，!&，!’｝，!%（"，#）$｛$ !("，$ !(#｝

!&（"，#）$｛$ !(" % $ !(，$ !(#｝，!’（"，#）$｛$ !("，$ !(# % $ !(｝
该 !"#的吸引子集构成的图形（见图 %）为 #)*+,)-./)三角形 !

0 引 理

介绍在以下数学论证中使用到的符号所表示的特殊意义 !
!———一个有限元素构成的字母表；上标"———有限次的重复；上标

!———无限次的重复；!!———所有由!中的元素构成的无限字母串的集合；

!"———所有由!中的元素构成的有限字母串的集合；!0———!"#!! !
令 ! 1｛%，&，’，⋯，& 2 %｝ ’：!0$［$，%］

’（!）$ $ !!%!&!’⋯!%!% ! $ !%!&!’⋯!%!%
则 ’ 是一个非满映射且当 ’ 限制为!!时 ’ 是一个入射 !这是因为任取 (，)&!!，若有 (’ )，则必有 ’

（(）’ ’（)）!所以当 ’ 限制为!!时 ’ 是一个入射 !对于每一个数串!&!定义一个 %维仿射变换
*!：［$，%］$［$，%］ *!（"）$ % + &%!% , " % ’（!）

其中%!%表示数串!的长度，则有以下结论成立：
结论 ! !&!且令 "&!0则 ’（!"）1 *!（ ’（"））
证明 令 ( 1 ’（"），且 ( 的表示为 $ ! (%(&(’⋯

则由于! 1!%!&!’⋯!%!%，’（!）1 $ !!%!&!’⋯!%!%，& 2%!% 3 ( 1 $ !$$$⋯$$$(% (& (’⋯其中 (%前面

共有%!%个 $，& 2%!% 3 ( 4 ’（!）1 *!（(）1 $ !!%!&!’⋯!%!% (%(&(’⋯ 1 ’（!"）!
结论0 令 -%-&-’⋯-.&!"，（ .($）

则 ’（-%-&-’⋯-.）$ *-%（ *-&（⋯（ *-.（$））⋯））
证明 ’（-%-&-’⋯-.）$ *-%（-&-’⋯-.）$ *-%（ *-&（-’-5⋯-.））$

⋯ $ *-%（ *-&（⋯（ *-.（$））⋯））
结论 1 有 ’（-%-&-’⋯）1 6)7 *-%（ *-&（⋯（ *-.（"））⋯）），（其中 -%-&-’⋯&!0）

证明 因为 ’（-%-&-’⋯-.）1 *-%（ *-&（⋯（ *-.（$））⋯））（根据结论 &）
所以 6)7 *-%（ *-&（⋯（ *-.（"））⋯））$ ’（-%-&-’⋯）

结论 2 令 -%，-&，-’，⋯，-/&!"，0 1｛-% 4 -& 4 -’ 4⋯-/｝!包含于!!（1(%）
令 2 为 !"#｛［$，%］；*-%，*-&，*-’，⋯，*-/，｝则 ’：0$2 是一个双射 !
证明 因为 2 为 !"#的吸引子，
所以 2 1#6)7 *-%（ *-&（⋯（ *-.（"））⋯））
其中! 1!%!&!’⋯且!%，!&，!’⋯&｛-%，-&，-’，⋯，-/｝，" 是一切实数 !
由引理可知 2 1# ’（!%!&!’⋯）1# ’（!），因此 2 1 ’（0）!从而 ’：0$2 是一个满射 !又由引理知，当 ’

限制在!!上时，’ 是一个内射，综上所示 ’：0$2 是一个双射 !
还可以将上述引理推广到 &维的情况，在 &维空间中可以令

’：!0 3!0$［$，%］&，’（-，3）1（ ’（-），’（ 3）），（-，3&!0）

1 3*"的不可确定性
上文所构造的数学模型可以看成是一个图灵机 !这种数字串反复迭代的过程可以看成是一个图灵机运

作过程 !分形图像其实等价于该图灵机所不能识别的语言，不妨称为该图灵机的混沌语言 !
定理! 给定一个 !"#，不能判定它的吸引子集是否与从点 4（$，$）到点 5（%，%）的线段相交 !
证明 首先说明，设 2，4&!"，令 2 1!%，!&，!’，⋯，!6，4 1 7%，7&，⋯，76；若存在一个序列 .%，.&，⋯，
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!"（"!!）使得!!!!!"!!#⋯!!" $ #!!#!"⋯#!"，则序列 !!，!"，⋯，!" 称为一个序列解 $
令 %&’：｛［(，!］；%!，%"，%#，⋯，%&｝，%! $［(，!］""［(，!］"为一个 "维仿射变换 $
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设 . 为该 %&’的吸引子集，则 . 是否与线段 /0 相交等价于下面的序列 #，1 是否存在一个无限的序列
解 $因为 2 $｛（’!，(!）)（’"，("）)⋯ )（’&，(&）｝!表示该 %&’的吸引子集，当序列 #，1 存在一个无限的序
列解时，即当 #!!#!"⋯#!"⋯ $ 1!!1!"1!#⋯1!"⋯，则存在着 #，1 的一对对应子列#&，1&（& $ !，"，#⋯），对于任
意给定的"，存在 3，当 & * 3 时， #& + 1& ,"，这就证明了 -./#& $ -./1&，于是 . 与线段 /0 相交 $
而序列 # 与 1 是否存在一个无限的序列解等价于以下结论成立：（0）即存在#($#!，使得（#(，#(）$

2；（1）. 与线段 /0 相交，等价于存在 4$［(，!］，（4，4）$. $再根据前述结论 !，可知 -：2". 是一个双射 $
因而，存在#(，使得（#(，#(）$2 等价于存在 4，使得（4，4）$. 从而（0）与（1）等价 $
所以，判断吸引子集 . 是否与线段 /0 相交，只要序列 # 与 1 是否存在一个无限的序列解，而这个问题

是不可判定的 $可以用图灵机的观点分析，序列 # 与 1 是否存在一个无限的序列解，等价于是否可以判定图
灵机停机，而根据自动机理论，图灵机的停机问题是不可判定的 $
定理 ! 给定一个 %&’，无法判定其是否为完全分离的（即其吸引子集两两不相交）$
令 %&’｛［(，!］"；!!，!"，!#，⋯，!&｝，令 . 为该 %&’的吸引子集 $
定义一个 %&’称为是完全分离的，当且仅当 !，5$｛!，"，⋯，&｝，!% 5，!!（.）&!5（.）$# $推广定理 !，可

以发现它暗示了如下结论：即无法判定两个给定的 %&’的吸引子集的交集是否非空 $现在可以由上述推论得
到关于 %&’的另一个不确定性 $于是有定理 "：给定一个 %&’，无法判定其是否为完全分离的（即其吸引子集两
两不相交）$

" 结 论

分形图像技术中的迭代函数系统是非常有效的压缩方法，本文试图用图灵机的相关理论对其进行了探

讨，受可计算性理论 2345问题启发，引入了符号串的方法来讨论迭代函数 %&’及是否可以判定 %&’为完全分
离的 6
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