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指数分布参数置信区间的最短化研究

夏乐天，郭宝才，肖艳文

（河海大学理学院，江苏 南京 !$""%)）

摘要：从置信区间的本质意义出发，通过数值计算的方法，对于给定的置信度 "*%"，"*%&和 "*%%，在
样本容量从 !到 !!的范围内，求得了指数分布参数的最短置信区间，并对通常方法求得的置信区
间的长度与最短置信区间的长度进行了对比分析 (结果表明：在小样本（!$$）的情形下，用最短置
信区间来作未知参数的区间估计，将会使估计精度得到显著的提高 (
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! 问题的提出
设简单随机样本!$，⋯，!! 来自总体!，!的概率函数为 "（#；"），其中"未知，若有统计量"$ ."$（!$，⋯，

!!），$ . $，!，"$ /"!，使得 %｛"$ /"/"!｝. $ 0#.$，则称（"$，"!）为"的置信区间，"$为置信下限，"!为置信

上限，$为置信度 &（"$，"!）也称为"的区间估计 &显然，对于给定的置信度，置信区间的长度 ’ ."! 0"$ 是越

短越好，它代表区间估计的精度 &现设简单随机样本!$，⋯，!! 来自参数为%的指数分布总体，总体的概率密
度函数
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其中%2 "未知 &易知，&. !!%"!服从自由度为 !! 的’
!分布’

!（!!）&对于给定的置信度$. $ 0#，用通常教
科书［$，!］上介绍的方法可求得%的置信区间为
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其中’
!
#+!（!!）和’

!
$ 0#+!（!!）分别是’

!（!!）的上、下侧# + !分位点 &
由于’

!分布的概率密度是偏态的函数，因此上述按概率对称求得的%的置信区间的长度绝不是最短
的，从而也不是最佳的 &那么，如何在置信度给定的前提下，寻找%的最短置信区间呢？文献［-］曾对正态总
体 ,（(，)

!）中)的最短置信区间作过简单的讨论，但是很遗憾，指数分布总体中%的最短置信区间问题的
讨论，迄今为止一直未在有关文献中发现 &

" !的最短置信区间的推求
当 3$!时，"

!（!3）的概率密度是
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其概率密度曲线如图 $所示 (
已知，对于给定的置信度$. $ 0#，用通常教科书上介绍的方法可求得的%的置信区间如（$）所示 &当
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图 ! !"（"!）的概率密度曲线
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样本观测值 "!，⋯，!" 得到之后，置信区间的长度
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这样推求#的置信区间的理由是考虑操作比较方便，它的长度完全取决
于!

"（""）两个按概率对称的" % "分位点的差!
"
"%"（""）#!

"
! #"%"（""）(从

密度曲线的图形可以看出，#的长度最短的置信区间应该是
)
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其中（)，*）的位置比（!
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"%"（""））可能要稍微往左偏一些，因

为密度曲线的峰值偏向原点 (由%$ ""#!$%!
"（""），令 +｛) &%& *｝$ !

#"，确实可解得#的置信区间为
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定理 设简单随机样本$!，⋯，$" 来自参数为#的指数分布总体，则#的长度最短的置信区间
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中的 )，* 应满足方程： )" # !’ # ) %" # *" # !’ # * %" $ ( （)）

证 因为 +｛) &%& *｝$#*
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所以 * 可看作是 ) 的可微函数 (对式（+）的两端关于 ) 求导，得

,（*）***) & ,（)）$ (

从而有
**
*) $ ,（)）

,（*）$ )"&!’& ) %"

*"&!’& * %"

令
*#
*) $ (即得式（)）(

6 计 算 结 果
联立方程（)）和（+），用数值计算中的矩形法，对样本容量 "$｛"，)，⋯，""｝，从初值 *(（ "）$!

"
"%"（""）开

始，以步长 !( # ,向左搜索至!
"
"（""），可求得#的最短置信区间中的 )，*，见表 !（精度控制在 !(# )之内）(

表 ! 指数分布参数"的最短置信区间中的 #，$
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说明：对于 "的每一个值，第一行为 )，第二行为 * (

比较#的最短置信区间的长度与按概率对称求得的置信区度的长度，可得到这两个长度的绝对误差和
相对误差见表 " (表 "中 #( $ * # ) 表示#的最短置信区间长度的 ""!! 倍，# $!

"
"%"（""）#!

"
! #"%"（""）表示#

的按概率对称求得的置信区间长度的 ""!! 倍，它们分别代表对应置信区间的长度；. $（ # # #(）% #( 代表后

者的相对误差，表示用 #(代替 # 可使#的置信区间的精度提高的百分数 (
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表 ! !的最短置信区间的精度分析
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7 结 语

表 +中的数据可供实际查用，具有非常现实的意义 "表 &表明：用表 +中的数据作指数分布总体参数"
的区间估计，当容量 ! 不超过 ++时，置信区间的长度有较明显的缩短，幅度在 && . +"&；容量 ! 从 +& . &&
时，置信区间长度缩短的幅度在 +& . &&；置信区间缩短的幅度随着容量 ! 增大呈递减趋势，当容量 ! / &&
时，研究"的置信区间的最短化已意义不大 "事实上，根据 012345定理，对于#! &!"!$.%

&（&!）， &"#的极限
分布是正态分布’（ ,!" % +，+）［,］，它是对称分布 "所以，当 ! 增大时，两种方法算得的置信区间的长度的差
异不断地缩小是自然的 "在区间估计的小样本理论中，凡是抽样分布的总体不是单峰对称的，则都可以进行
未知参数的最短置信区间的研究 "

参考文献：

［+］陈希孺 6概率论与数理统计［7］6合肥：中国科技大学出版社，+##&6+#$—&",6
［&］89:7 ;<==>56 ?5@A>A1B1CD >=E 2C>C12C1F2 C34@5D >=E >GGB1F>C1@=2［7］6 HI：JG51=K45，+#*#6&-$—&,+6
［-］L:8MLN O P，M99Q:N R N6 ?5@A>A1B1CD >=E 2C>C12C1F>B 1=S454=F4［7］6 -5E 4E6HI：7>FT1BB>= ?<A，+#*#6&"#—&+-6
［,］印凡成，夏乐天 6概率论与数理统计［7］6南京：河海大学出版社，&"""6+$)—+$’，+#"—+#+6

8034. ,- 2*-*232 ),-/*4&-)& *-0&(5#% /,( &96,-&-0*#%%. 4*+0(*$30&4 6#(#2&0&(+
:;< =&>0*#-，?@A B#,>)#*，:;<A C#->D&-

（()**$+$ ), -./$!.$0，1)23/ 4!/5 "，’3!6/!+ &+""#*，(2/!3）

<$+0(#)0：8>24E @= C34 E4S1=1C1@= @S C34 F@=S1E4=F4 1=C45U>B >=E C34 =<T451F>B F>BF<B>C1@= T4C3@E，C34 T1=1T<T
F@=S1E4=F4 1=C45U>B S@5 4VG@=4=C1>BBD E12C51A<C4E G>5>T4C452，W1C3 > 2>TGB4 21X4 S5@T & C@ &&，12 @AC>1=4E >C C34 E4K544 @S
F@=S1E4=F4!! "6#"，" 6 #$ >=E " 6 ## 6 R F@TG>512@= @S C34 B4=KC3 @S C34 T1=1T<T F@=S1E4=F4 1=C45U>B W1C3 C3>C @S C34
F@=S1E4=F4 1=C45U>B F>BF<B>C4E W1C3 F@=U4=C1@=>B T4C3@E2 23@W2 C3>C 1= C34 F>24 @S 2T>BB 2>TGB4 21X4（=#++），C34
>E@GC1@= @S C34 T1=1T<T F@=S1E4=F4 1=C45U>B F>= @AU1@<2BD 1TG5@U4 C34 G54F121@= @S 1=C45U>B 42C1T>C1@= S@5 <=Y=@W=
G>5>T4C452 6

E&. D,(4+：4VG@=4=C1>B E12C51A<C1@=；G>5>T4C45；F@=S1E4=F4 1=C45U>B；T1=1T<T B4=KC3

’$-第 -+卷第 -期 夏乐天，等 指数分布参数置信区间的最短化研究




