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裂隙尖端能量释放和整体变形能量的等效性

杨松林，徐卫亚，朱珍德

（河海大学土木工程学院，江苏 南京 !%""#&）

摘要：以单轴应力和静水应力状态为例，分析了单裂隙变形过程中裂隙尖端局部能量释放和裂隙整

体变形能量的等效性；并以此等效性为基础，从计算裂隙尖端局部能量释放和计算裂隙整体变形能

量两种途径出发，对裂隙固体的有效弹性模量和有效体积模量进行估计，得到了相同的表达式，从

而说明了两种能量的等效性是众多裂隙岩体类型有效弹性模量分析的基本前提 /
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断裂力学的发展为岩石力学特性研究提供了一种全新的思维方法和分析手段，并已逐渐在岩石工程领

域中得到应用 /其中一个很重要的应用就是对裂隙岩体的有效弹性模量进行估计，并建立相应的应力应变本
构模型 / !"世纪 ’"年代以来国外学者在这方面做了大量的研究工作 /如 *3456789:等［%］应用自洽理论对包含
随机分布裂隙的固体弹性模量进行了分析，;<==5等［!］分析了应力诱发各向异性裂隙固体的等效弹性模量，
>?@?7:等［(］估计了二维和三维裂隙体的弹性模量，;3等［+］对各向异性裂隙岩体的弹性力学参数进行了较
为全面的分析 /虽然各人的推导方法和过程不同，但有着共同的推导前提，即裂隙尖端局部能量释放和裂隙
整体变形能量的等效性 /本文基于这种等效性，从两种不同途径出发对包含随机分布裂隙的固体弹性模量进
行了估计，得到了完全相同的结果，从而验证了裂隙能量等效的正确性 /

! 裂隙能量等效性的证明
无限大岩体在边界处受到外力作用并且此外力保持不变，在岩体中引入币状单裂隙，裂隙半径为 ! "假

设裂隙通过自相似扩展达到目前的尺寸，裂隙尖端所释放的能量全部用来形成裂隙自由表面，则此扩展过程

中裂隙尖端所释放的总能量为
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式中：&，!———岩质材料的弹性模量和泊松比；’"，’#，’$———币状裂隙的 (种应力强度因子 "
若裂隙上作用着垂直于裂隙面的正应力"和平行于裂隙面的剪应力#，则币状裂隙的 (种类型应力强

度因子为
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式中$为币状裂隙半径矢量与裂隙面上剪应力矢量的夹角 "
将式（!）代入式（%）得
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而应力作用于单裂隙使其发生张开位移，应力因此而作功所产生的附加应变能为
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式中：!!"———局部坐标系下作用于含裂隙固体的应力分量；#!———裂隙因此而产生的张开位移分量；$!———

裂隙单位法向矢量的分量；%———币状裂隙面积 &
局部坐标系的 ’ 轴平行于裂隙法向 &在局部坐标系下，裂隙单位法向矢量为 ! !（$"，$#，$$）!（%，%，"），

裂隙的张开位移为
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并存在如下关系：
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将式（(）代入式（)）后对面积进行积分，利用式（&），最后得到与式（$）完全相同的结果 &由此可以证明
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这便是裂隙尖端局部能量释放和裂隙岩体变形整体能量的等效性 &

! 等效弹性模量的两种推导过程
现分别考虑裂隙尖端局部能量释放和裂隙岩体整体变形能量，对含裂隙岩体的等效弹性模量进行分析，

并在推导过程中作如下假设：在岩体中币状裂隙的方位和出现位置完全随机，裂隙具有相同的半径，并且不

考虑裂隙的闭合效应 &
! &" 基于局部能量释放的计算
在单轴应力!作用下，据 ,-../能量互等定理，有
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式中：0———岩体体积；$*———含裂隙岩体的有效杨氏模量；*———岩质材料的杨氏模量；1———裂隙引起的
附加应变能 &
在单轴应力作用下，币状裂隙应力强度因子为
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式中$，%为币状裂隙在整体坐标系下的角度参数 &
由于裂隙方位完全随机，对角度参数进行球面平均，则有
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将式（4）代入式（"）并利用式（"%）得到自相似扩展时裂隙尖端释放的总能量
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式中 $ 为岩体体积 0 内所包含的裂隙数目 &
将式（""）代入式（’）得到不考虑裂隙相互作用时裂隙岩体与岩质材料杨氏模量的比值
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式中&为裂隙密度参数，& ! $+$

0 &

在静水应力!2 状态下，根据 ,-../能量互等定理，有
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币状裂隙在静水状态下的应力强度因子为
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将式（#$）代入式（#），得到受静水应力作用时因裂纹引起的附加应变能
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由式（#&）得到不考虑裂隙相互作用时裂隙岩体与岩质材料的体积模量的比值
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考虑裂隙之间的相互作用时，根据自洽理论［&］，只需在式（#!）和式（#(）中以"’，""分别代替 ’，"，就可得
到相应的裂隙岩体与岩质材料模量的比值

"’
’ " # & #(

$’
（# &""

!）（#" & &""）
（! &""） #

"!
! " # & #(

)
# &""

!

# & !""#
（#*）

根据文献［&］，""可由以下隐含式求出：
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! *! 基于裂隙整体变形能量的分析过程
在裂隙局部坐标系下，根据式（$），在体积 + 内因单个裂隙而引起的附加应变能密度$为
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式中 !,-01为局部坐标系下体积 + 内因单裂隙而引起的附加柔度张量 *根据式（#%），其计算结果如下：
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其他分量为零 *
在裂隙方位和位置均为随机分布的前提下，考虑体积 + 内所有裂隙对柔度的贡献，利用张量的坐标转

换关系并对相关角度进行球平均，便得到因裂隙引起的附加总体柔度
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式中：#,-———裂隙局部坐标系和固体整体坐标系之间的转换矩阵；)，*———角参数，表示裂隙的取向 *将币状
裂隙局部坐标系下 !,-01的相关分量代入式（#)），角度积分后得
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其他分量为零 *
裂隙岩体的总体弹性柔度张量为
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式中：$,-01———岩质材料的弹性柔度张量；"’，""———裂隙岩体的有效弹性参数 *
由式（!#）分析得到不考虑裂隙相互作用时裂隙岩体与岩质材料模量的比值
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此结果与式（!%），（!"）完全相同 &
根据自洽理论，在式（%%）中以!!，!"分别代替 !，"便可得到考虑裂隙相互作用时岩体的等效弹性模量 &

其结果也与式（!)）完全相同 &

! 结 语

本文以单轴应力和静水应力为例对等效性进行了分析，其分析方法也同样适用于其他应力状态 &从分析
过程及其结果可以看出，在裂隙的方位和位置完全随机分布的情况下对含裂隙岩体的等效弹性模量进行估

计时，虽然是两种完全不同的分析过程，却得到了相同的结果 &出现这种现象的根本原因在于裂隙尖端局部
能量释放和裂隙岩体整体变形能量的等效性 &裂隙的这种能量等效性不仅能用来估计各向同性裂隙岩体的
有效弹性模量，同时也是分析各向异性裂隙岩体有效弹性模量时的一个前提 &这一点已在有关文献［! * ’］中得
到证明 &
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