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解非线性的最小二乘法拟合曲线的数值延拓法
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摘要：非线性函数的最小二乘法拟合曲线需要求解一个非线性方程组 ’根据解非线性方程组的全局
收敛方法，利用数值延拓法研究了非线性函数的最小二乘法拟合曲线的计算方法，并给出其算法为

全局收敛的充分条件 ’
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! 问题的提出
给定 "对数据点（!#"，!!"，⋯，!#"，$"）（" - #，!，⋯，%），要求确定函数 & - ’（ !#，!!，⋯，!#，(#，(!，⋯，()）

中的非线性参数 (#，(!，⋯，()，使得 * + !
%

" + #
［ ’（!#"，!!"，⋯，!#"，(#，(!，⋯，()）, $"］! 极小 - 其中 ’（ !#，!!，

⋯，!#，(#，(!，⋯，()）关于 (.（ . - #，!，⋯，)）具有二阶连续偏导数，记 ! -（(#，(!，⋯，()）."#)，) / " -此种求
(#，(!，⋯，() 的方法称为最小二乘法 -

令#*
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- "（ . - #，!，⋯，)），则向量 ! -（(#，(!，⋯，()）.满足的非线性方程为
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其中 ’ - ’（!#"，!!"，⋯，!#"，(#，(!，⋯，()），且 /.0 - /0. -

% 求拟合曲线的全局收敛方法
为了求出拟合曲线 & - ’（!#，!!，⋯，!#，(#，(!，⋯，()），必须求解非线性方程（#）-而一般采用迭代法求解

非线性方程组往往只是局部收敛，这就使得初始向量很难确定 -本文采用数值延拓法建立求解（#）的全局收
敛方法 -
所谓数值延拓法，可描述如下：为求解方程（#），引入一个参数 3，将（#）嵌入一参数方程 $（ !，3）- $，使

得当 3 - "时，$（!，"）- "（!）0 "（!"），3 - #时，$（ !，#）- "（ !）-参数方程 $（ !，3）- $的构造可以有多种
形式 -例如可以令

$（!，3）+ "（!）2（ 3 , #）"（!"） ! " #)， 3 "［"，#］
其中 !"是取定的 -假定对每一个 3"［"，#］，方程组 $（ !，3）- $有连续解 ! - !（ 3），则它的一个端点是初值
!" - !（"），另一端点 !（#）- !$就是 "（!）- $（!，#）- $的解 -
对于非线性方程组 "（!）- $（!"#)），建立以下求解迭代格式：设 !""#)，｛0"｝为某自然数序列（ " - #，
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!，⋯，! " #），［$，#］的一组分割为 $ % "$ & "# &⋯ & "! % #，则
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其中 !（#）为矩阵，"（#，"）% $（#）)（ " " #）$（#$）［#］)
定义 ! 如果对于任取初始向量 #$!"*，存在［$，#］上的分割 $ % "$ & "# & "! &⋯ & "! % #，以及自然数

序列｛$&｝（& % #，!，⋯，! " #），使得迭代格式（’），（(）收敛于 $（ #）% $的解，则称求解（#）的数值延拓法（’），
（(）可行 )
引理 !［!］ 如果存在非异矩阵 !（#），满足"!（#）"#!（" #"），" % " !（ #）$&（ #）"#"（" #"）& #

（!（ "），"（ "）为连续函数），且$
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$
!(#（ "）［# ("（ "）］+ " ’ % *，则数值延拓法（’），（(）可行 )
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**）)现在给出迭代格式（’），（(）全局收敛的充分条件 )

定理 ! 设

（.） 0-1
## ,#* %

-

& ’ #
［（ ./,）

! %（ . ( #&）./,/,］ (!
)（/#，/!，⋯，/*）0 $

0.2
## ,#*( 1 %

-

& ’ #
（ ./,）（ ./,% 1

）%（ . ( #&）./,/,%[ ]
1 #

#
!!1（/#，/!，⋯，/*）

其中!)，!1 连续，!)关于 /, 分别单调减少，!1 关于 /, 分别单调增加，（ , % #，!，⋯，*，1 % #，!，⋯，* " #）)
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由条件（.）可知"’（#）"!# !%
*(#

1 ’ #
!1（/#，/!，⋯，/*）)因为 /, # /, #"#"!（ , ’ #，!，⋯，*），且!1 单调增

加，所以!1（/#，/!，⋯，/*）#!1（"#"!，"#"!，⋯，"#"!），即 "’（#）"! # !%
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假设非线性拟合曲线函数为 3 "#（4&，4!，⋯，45，*&）+#
%

6 " !
#6（4&，4!，⋯，45）*6，其中"（ *&，*!，⋯，*+，
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则得到求参数向量 ! *（*&，*!，⋯，*%）1所满足方程（&）的解的迭代算法 !
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在实际应用中，有时会预测或期望#
’

( " &
)( $ ,( " <（ < 0 -）!为此，可适当修正拟合函数中的一些参数，

使相应的数值延拓法（/），（0）可行 !
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例 给定 !对数据点（!"，#"）（" $ !，"，⋯，%），其非线性最小二乘法拟合函数为 & $!’! ( #$%’! ! (
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由推论 !可知数值延拓法（*），（+）可行 .
满足（&）不等式组的!不止一个，通过计算可取使拟合精度最好的一个 .同时（&）不是（*），（+）收敛的必

要条件，因此对不满足（&）的!有时也给予考虑 .
例如用 & ,!’! - #$%’! ! - ’" ! 拟合数据点（!.(!!(，"./+/*），（".("!(，0.1"!*），（0.(!"(，*.!*!"），（*.0&0(，

*.*"0*），（+.!2! (，+."2* 0），（&.*0* (，2.+/* "），由数值延拓法（*），（+）计算得!%(.22+，’!%!.((1，’"%
(.11/，即拟合曲线为 & , (.2/" - #$%!.((1! - (.11/! .
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