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一种新的求解 ! 因子的位移插值法
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摘要：介绍了求解应力强度因子（! 因子）的一种新型位移插值法，以受均布载荷作用下的无限大体
深埋椭圆裂纹问题，论证了新方法的位移插值基础，研究了两种方法的理论插值误差 ’理论分析和
数值结果均证明，求解 ! 因子的位移插值法的精度高于传统的蜕化奇异等参元法 ’
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应力强度因子（! 因子）是描述裂纹尖端附近应力场强弱程度的一个重要参量，它的求解方法一直为众
多学者所关注 "与解析法和实验法相比，数值分析法求解 ! 因子受各种因素的影响较小，方法固定统一，适
合求解复杂的工程问题 "其中较成熟的方法有：边界配点法，边界元法，裂尖奇异元法，虚裂纹扩展法，刚度导
数法，# 积分法，蜕化等参元法等 "
文献［#，!］提出的蜕化奇异等参元及基于该单元求解 ! 因子的方法形式简单、精度较高，得到了广泛使

用 "但该方法忽略了裂尖附近位移场高阶项的影响，求解精度受裂尖单元尺寸的大小、研究对象的形状、材料
的泊松比影响较大［!］"本文提出的求解 ! 因子的新型位移插值法继承了蜕化奇异等参元法的优点，并有效
地解决了上述问题，计算精度和稳定性都得到提高，对于平面问题，误差仅 "-.$，对于空间问题，整体误差
在 ($左右［( / .］"

图 ! 空间 "#节点蜕化奇异等参元
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! 方法的理论基础
蜕化奇异等参元在许多断裂力学文献里都有介绍［#，!］"本文仅讨

论三维裂纹问题，图 #所示为空间蜕化奇异等参元 "通过有限元计算
获得各节点的位移，传统的蜕化奇异等参元法通过下式计算 ! 因
子［!］：
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式中：)———弹性模量；!———泊松比；+———裂尖单元沿裂纹面尺寸；
’———垂直于裂纹面的节点位移；,———沿裂纹周边曲线法线方向的节点位移；-———沿裂纹周边曲线切线方
向节点位移 "计算中假设：（0）裂尖单元的 .，##节点所在边垂直于裂纹周边曲线；（1）裂纹上下面位移对称或
反对称，只研究一侧面上节点的位移 "详细讨论见文献［(］"
取蜕化奇异等参元及相邻辐射式普通单元的若干节点的位移，使用下式计算各节点的表观 ! 因子 "
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根据各节点的表观 ! 因子，使用最小二乘法的线性回归得到裂尖处的

!裂尖 " ! !"# $ %! &( )# ’ ( （!）

% " (! !"# &# $! !"# ! &( )# ’ (! &"
# $ ! &( )#[ ]"

式中：(———插值点数，取 #或 $点；&#———各插值点到裂尖的距离 )通过检验线性相关系数，决定拟合精度和
插值区间，线性相关系数越靠近 % &，则表明插值精度越高 )

! 位移插值基础及理论误差

! )" 比较两种方法的插值基础
利用式（"）将式（&）改写成

（! $ !"* ’#）’ * ’# # "（! $ !"* ）’ #* （#）

图 ! 受均匀切应力!作用的无限大体椭圆裂纹
#$%&! ’(($)*$+,( +-,+. $/ $/0$/$*1 23($4 5/41- 5/$03-6 271,- 2*-122!

式中：!———裂尖 ! 因子；!"———使用式（"）计算的
表观 ! 因子 )式（#）说明传统的蜕化奇异等参元法采
用平方根线性插值，而本文提出的数值外插法采用

线性插值，这是两者的主要区别 )
对于平面和空间!型裂纹问题，作者已进行过

详细讨论和论证［! ’ $］，本文将只研究空间"型和#
型裂纹问题 )"型和#型裂纹的精确位移场较难获
得，陈梦成等［(］利用超奇异积分方程法，获得了图 "
所示无限大体受均匀切应力作用的深埋椭圆裂纹的

精确位移场 )笔者引用该结果来论证新方法的位移
插值理论基础 )根据文献［(］，利用坐标变换得到裂纹周边任意一点 + 的法向位移为
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式中 !（0）和 1（0）分别为第一类和第二类完全椭圆积分 )
式（$）适用于整个裂纹面，则可求得距离 + 点为 6 的 2 点的法向位移
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将式（(）代入式（"），计算 2 点的 !""，
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将式（0）在 + 点（ 6 " 3）进行幂级数展开，有
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由于两种方法要求的插值区域均在裂纹前缘附近，一般 6 4 35"/(，可以发现表观 ! 因子与到裂尖距离 6 的
线性程度相当高，这就是采用线性插值的理论基础 )
! )! 两种方法计算 ! 因子的理论误差
将裂纹面节点到裂纹周边曲线的距离 6# 代入式（&3）得到
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利用这些值进行最小二乘法线性插值有
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以两层单元 #点插值为例，取 ) $ #，&! $ # ’ +，&" $ +，&% $ !&’ +，&# $ " +，代入式（!"）整理得到
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式（!%）按幂级数展开有
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直接用蜕化奇异等参元求 ! 因子的公式可以写成
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上述讨论过程完全适用于"型裂纹 .由式（!#）（!,）可以发现，本文提出的位移插值法要比常用的蜕化奇

异等参元法高一阶精度，两者误差阶次分别为 *&*"’"［ + ’（!()）］
" 和 *&!"’［ + ’（!()）］.应该指出，上面所讨论

的仅仅是两种方法的理论误差，实际误差还应包括数值计算产生的误差 .

图 ! 无限大体椭圆裂纹均匀剪切下的 !因子
"#$%! &’" () *++#,-#./+ .0/.1 #2 #2)#2#-* 3(+#4
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! 数值结果及误差分析
为直接验证两种方法的计算精度，计算了受均匀切应

力作用的椭圆裂纹问题的 ! 因子，并与解析解进行了比较，
结果如图 %所示 .可以发现本文提出的位移插值法精度高于
蜕化奇异等参元法 .
文献［"，+］指出，用蜕化奇异等参元法直接计算 ! 因子

时，单元网格大小、材料泊松比值对计算精度影响很大 .下
面对产生这种现象的原因进行讨论 .
首先，有限元位移计算误差产生了 ! 因子的计算误差 .

由于线弹性裂纹场的全域应变场是奇异项与非线性项之

和，有限元计算应变场是奇异项与常数项之和 .裂尖单元尺
寸增大时，要用常数项应变表征非线性项；裂尖单元尺寸减

小时，裂尖附近的奇异应变由其它没有奇异性的普通单元

所表征 .使得两种误差的综合效应最小的单元尺寸应该是
所谓的最佳单元尺寸，这种最佳单元尺寸对于每个具体问题是不同的 .所以，提出的新方法考虑到上述两种
误差效应，要求在裂尖奇异单元和周围普通单元同时进行插值，利用线性相关系数决定最佳单元尺寸 .计算
结果反映，当单元尺寸很小或很大时，线性相关系数均不好，并且对于不同边界条件下的相同裂纹形状，得到

的最佳尺寸都不一样 .
其次，对于平面应力裂纹问题，两种方法计算的 ! 因子均优于三维裂纹问题［% - ’］.这一方面是由于空间

断裂问题的位移计算精度要低于平面应力问题，另一方面是由于平面应力断裂问题的非线性应变场是均匀

的，而三维裂纹问题的裂纹面应力状态较复杂，靠近裂纹周边曲线时，平面应变状态占优；远离裂纹周边曲线

或靠近自由端面时，平面应力状态占优 .泊松比的大小，对这两种状态也有较大影响 .因此在一定尺寸范围
内，用统一的公式不能同时表征这两种应力状态 .

8 结 论

本文提出了一种计算 ! 因子的新型位移插值法，与传统的蜕化奇异等参元法相比，该法考虑到有限元
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计算断裂问题的误差，具有较高精度和稳定性，并能以一定的方式决定不同裂纹问题的优化裂尖单元尺寸 !
结合!型和"型三维裂纹问题对两种方法的插值基础、理论误差和计算误差进行了讨论，新方法的线性插值
有理论根据，精度比传统的蜕化等参元法高一阶 !由于该法仅涉及裂尖附近的位移场，没有繁杂的后处理或
理论推导，因而一切能较精确求得断裂问题位移场的其它数值方法都可以和该法结合使用，例如三次等参元

法、特殊裂尖元法、边界元法等 !
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