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结点不平衡力矩分配传递无限次的极限公式

徐汉忠

（河海大学土木工程学院，江苏 南京 !$""&%）

摘要：对有 *个及 *个以下的可转动结点的刚架，给出了分配传递无限次的杆端弯矩极限值的表达
式及其算例 )该极限公式既能手算又便于电算，可应用于高层框架分层后的计算 )
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! 欲 解 问 题
图 $所示的有 ! 0 *个可转动结点的刚架，不考虑侧移的影响 ) !个可转动结点是指去掉 $1$2以左部分和

!"!#以右部分后的剩余部分，其余类推 )

图 ! " # $个可转动结点的刚架
%&’(! )&’&* +,-./ 0&12 " # $ ,31-1-45/ 63&718

对图 $所示的刚架结点不平衡力矩进行无限次分配传递，求得无穷多次分配弯矩和传递弯矩之和，该和
为欲求的精确解或闭合解，表达式十分简单，便于应用 )
文献［$，!］给出了 ! 0 #个可转动结点的弯矩分配传递无限次的极限公式，文献［# 0 (］给出弯矩分配传

递无限次的极限公式的应用，本文给出 ! 0 *个可转动结点的弯矩分配传递无限次的极限公式 )

" 极 限 公 式

-( 图 $刚架中有 #个可转动结点，仅 $!!"，可用图 !给出该情况的极限公式 %
图 !中弯矩分配（3456748964:;）系数用 & 加 !个下标表示，传递（<=774>3?:@>7）系数用 ’ 加 !个下标表示，并

有

($! ) (!$ ) ’$!’!$&$!&!$ (!! ) (!! ) ’!!’!!&!! &!! （$）

*! ) $ +［$ ,（(!$ - (!!）］ （!）
可见 ($!为杆件 $! 两端的分配系数（&$!，&!$）和双向传递系数（’$!，’!$）的乘积，故 ($!为杆件 $! 的性质系
数，余同 % *! 为结点 ! 的性质系数［!，#］，因为它与在结点 ! 相连的杆 !$和 !!的性质系数有关 %叠加图 !中经
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图 ! 刚架中有 "个可转动结点，仅 !"!#时的极限公式

$%&’! $()*+,- .() )%&%/ .)-*0 1%23 " )-2-2-4,0 5(%627 +6/0) -82%(6 (. !"!#

过两次分配和传递的弯矩得到的是精确解答，它相当于经过无数次分配和传递后得到的结果 !
4’ 图 !刚架中有 "个可转动结点，"#!#，"!!#，"$!# 时的极限公式 !将 "!，"$分别在结点 !，$按传

统弯矩分配法分配一次，传递一次，使结点 !，$上无不平衡力矩，得只有结点 # 上有不平衡力矩，该问题的公
式已在 -中给出 !

8’ 图 !刚架中有 $个可转动结点，仅 "#!# 时的极限公式 !令 "个可转动结点的极限公式中 $#$ % #，可
得 $个可转动结点的极限公式 !

/’ 图 !刚架中有 &个可转动结点，仅 "#!# 时的极限公式 !对结点 # 的不平衡力矩 "#，用三结点同时

放松的弯矩分配法［"，’］列表计算一个循环，见图 " !图 "中一个循环分 $个步骤 !第一步，用刚臂固定结点 %，
&，"和 ’，同时放松结点 !，#，$，对结点 # 的等效不平衡力矩（"#

" % "#’#）进行分配传递，在 % 结点产生不平
衡力矩 (%，在 & 结点产生不平衡力矩(&：

(% ) *$%+$%*#$+#$"#
" (& ) *!&+!&*#!+#!"#

" （"）
第二步，首先用刚臂固定结点 #，!，& 和 ’，同时放松结点 $，%，"，对结点 % 的等效不平衡力矩（(%

" % (%’%）进

行分配传递，在 # 结点产生不平衡力矩 *$#+$#*%$+%$’%(%；其次用刚臂固定结点 #，$，% 和 "，同时放松结点

’，&，!，对结点 & 的等效不平衡力矩（(&
" % (&’&）进行分配传递，在 # 结点产生不平衡力矩 *!#+!#*&!+&!’&(& !

从而在 # 结点产生总不平衡力矩
"$

# ) *!#+!#*&!+&!’&(& , *$#+$#*%$+%$’%(% （’）
其中 "$

# 表示第二次的不平衡力矩 !将式（"）代入式（’）得

"$
# ) *!#+!#*&!+&!’&*!&+!&*#!+#!""# , *$#+$#*%$+%$’%*$%+$%*#$+#$""# )
（’&$#!$&! , ’%$#$$%$）""# （(）

在 # 结点产生等效不平衡力矩
""$

# ) "$
#’# ) ’#（’&$#!$&! , ’%$#$$%$）""# （)）

同上循环无穷多次，在 # 点形成的等效不平衡力矩之和用-"# 表示，显然

-"# ) ""# , ""$
# , """

# , ""’
# , ⋯ （&）

由式（)）可知，式（&）右边为公比 ’#（’&$#!$&! * ’%$#$$%$）小于 !的无穷等比级数的和，故

-"# ) ""# ’#%& ) "#’# ’#%& （+）

’#%& ) ! .［! /（’#’&$#!$&! , ’#’%$#$$%$）］ （,）
将图 "的等效不平衡力矩由 ""# 改为-"# 后成图 ’，叠加图 ’分配力矩和传递力矩，就得到图 !问题在原 "#

作用下各杆端弯矩的闭合解，即欲求的极限公式 !

图 " !" 作用的第一个循环

$%&’" $%)72 898,0 +6/0) 230 -82%(6 (. !"
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图 ! !" 作用的闭合解

"#$%! &’()*+ )(’,-#(. ,.+*/ -0* 12-#(. (3 !"

算例 设图 !中仅 !" " !## #
分配系数为 $$% " $%& " ! ’ %，$%! " $%$ " $%! " $!% " $!" " $"! " $"& " $&" " $&& " $&& " $&% " #’&(；
传递系数均为 #’(；
杆件性质系数为 (%$ " (&% "（! ’ %）（! ’ $）（! ’ &）（! ’ &）" ! ’ $)，(%! " ("! " ("& " (&& " ! ’ *$；
结点性质系数为 )% " )& " ! ’［! +（(%$ , (%!）］" !’#%-)%-)，)" " ! ’［! +（("! , ("&）］" !’#%&&()；
结点性质相关系数为 )"&% " ! ’［! + )")&("&(&& + )")%("!(%!］" !’###(&%；
等效不平衡力矩之和

*!" + !!" )"&% + !")")"&% + !#%’&)

*!% + )%,!%$!%,"!$"!*!" + !’*-$)!

*!& + !’*-$)!
由图 $可求得各杆端弯矩，其中和结点 " 相连的各杆端弯矩

-"! + -"& + . &$’!) -""/ + -""0 + . &(’)&
*% 图 !刚架中有 -个可转动结点，仅 !%"#，!&"#时的极限公式 #对结点 % 的不平衡力矩!%，对结点 &

的不平衡力矩 !&，用三结点同时放松的弯矩分配法
［%］列表计算一个循环，见图 ( #

图 4 !# !$ 作用

"#$%4 52-#(. (3 !# 1.+ !$

图 (中一个循环分 &个步骤 #第一步，用刚臂固定结点 "，同时放松结点 $，%，!，对结点 % 的等效不平衡
力矩（!!% " !%)%）进行分配传递；第二步，用刚臂固定结点 "，同时放松结点 &，&，%，对结点 & 的等效不平衡

力矩（!!& " !&)&）进行分配传递 #第一步和第二步在结点 " 形成不平衡力矩之和

1" + ,!"$!",%!$%!!!% 2 ,&"$&",&&$&&!!& （!#）

而在其它结点已无不平衡力矩，故余下问题已转化为在 " 点作用不平衡力矩 1" 的问题，见 + #
3 % 图 !刚架中有 -个可转动结点，结点不平衡力矩均不为 #的极限公式 #将 !$!! !& !%分别在结点 $，

!，&，%按传统弯矩分配法分配一次，传递一次，使结点 $，!，&，%上无不平衡力矩，而只有结点 %，"，& 上有不
平衡力矩的问题，此问题上文已讨论 #

$% 图 !刚架中有 $ . *个可转动结点的极限公式 #该情况为 -个可转动结点的特例，不详述 #

6 结 语

本文给出有 & . -个可转动结点的弯矩分配传递无限多次的极限公式，基本公式为 %个可转动结点和 -
个可转动结点 &种情况，&个可转动结点是 %个可转动结点的特例，$ . *个可转动结点是 -个可转动结点的
特例 #
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极限公式是将解答直接用公式写出来，可手算，也可电算 !编程的大部分仅是加减乘除四则运算，极为
简单 !
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