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一种直纹渐变曲面展开的通用算法
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摘要：根据微分几何的定理，对直纹渐变曲面的形成进行了分析，为了实现直纹渐变曲面的自动展

开，又对曲面上的扭曲四边形的组成元素进行分析，利用曲线的参数方程，给出了计算扭曲四边形

的展开元素长度的具体方法 (为了实现直纹渐变曲面自动展开的算法，采用局部坐标系平移和旋转
的方法，可方便地进行展开元素长度及求交点的计算，这一算法适合于一切用解析式表示的曲线形

成的直纹渐变曲面的自动展开 (最后，通过两个直纹渐变曲面自动展开的实例，说明自动展开通用
算法的过程，并给出了相应的展开图 (
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直纹渐变曲面在工程中应用广泛，若是采用人工图解法绘制其展开图和放样图，费时费工，效率低，精度

差 (计算机绘图技术的应用为渐变曲面展开图的绘制开辟了新的途径 (本文以常见的几种直纹渐变曲面为研
究对象，就它们的展开建立数学方程，并给出这类曲面自动展开的通用算法 (

! 直纹渐变曲面的形成与展开分析
如图 %所示，! 和 " 为不在同一平面的两根曲线，这两根曲线上的各点具有不同方向的切线，过这两根

曲线可构成一直纹渐变曲面 #
为此，需首先找出构成这一渐变曲面的母线 #根据微分几何的定理，该直纹渐变曲面是一系列与曲线 !

和 " 都同时相切的切平面 $%（ & / %，!，#，⋯，’）的包络面，渐变曲面的直母线是切平面在某一位置上与 ! 和 "
都同时相切的切点(%，)%（(%! !，)%! "）之间的连线 #由一系列的切平面与 !，" 同时相切，即可得到切点
(%，)%，(!，)!，⋯，(%，)%，⋯，(’，)’，将这些对应的切点相连，即可构成直纹渐变曲面 * #
为建立曲面展开的数学方程，取曲面上任一曲面片进行分析，如图 !所示，曲面上两根相邻的素线 (%)%，

图 " 扭曲四边形的展开分析
#$%&" ’()(*+,-(./ +0
1 2$3/+4/(2 561241.%*(

图 ! 两平面曲线之间的
直纹渐变曲面
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(% 0 %)% 0 %和"!%，""% 构成了一个扭曲四

边形；用扭曲四边形上的一根对角线

(%)% 0 %（或 )%(% 0 %）将该四边形划分为两

个三角形 #只要将曲线划分得足够细，即
可用直线段 !%，"%近似代替曲线的弧段

!%，"%，我们可通过计算得到 (%)%，

(%)% 0 %，(% 0 %)% 0 %和" !%，" "%的实长，从

而可画出这两个三角形 #用同样的方法，
可画出其它扭曲四边形；则直纹渐变曲

面的展开图可由所有反映实形的三角形

依次连接而成，从而可在某一平面上

画出 #
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! 计算展开元素长度的数学方程
设曲线 ! 和 " 的方程分别为：

! # !（$，%，&） " # "（$，%，&）

!：
$ # $（ ’）
% # %（ ’）
& # &（ ’

{
）

! # !（ ’）#［$（ ’），%（ ’），&（ ’）］

式中 ’ 为曲线 ! 的参数 (

"：
$ # $（!）
% # %（!）
& # &（!

{
）

" # "（!）#［$（!），%（!），&（!）］

式中!为曲线 " 的参数 (
曲线 ! 上的点)*，)* ! "的坐标分别为：［$（ ’*），%（ ’*），&（ ’*）］和［$（ ’* ! "），%（ ’* ! "），&（ ’* ! "）］

曲线 " 上的点 +*，+* ! "的坐标分别为：［$（!*），%（!*），&（!*）］和［$（!* ! "），%（!* ! "），&（!* ! "）］

则)*+*，)*+* ! "，)* ! "+* ! "三线段的实长分别为

)*+* # ［$（ ’*）, $（!*）］
# -［%（ ’*）, %（!*）］

# -［ &（ ’*）, &（!*）］! #

)*+*-" # ［$（ ’*）, $（!* -"）］
# -［%（ ’*）, %（!* -"）］

# -［ &（ ’*）, &（!* -"）］! #

)*-"+*-" # ［$（ ’* -"）, $（!* -"）］
# -［%（ ’* -"）, %（!* -"）］

# -［ &（ ’* -"）, &（!* -"）］! #
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这样，三角形 )*+* ! "+* 和)*)* ! "+* ! "各边的实长都可通过上述方程求得 (用同样的方法，可求出曲面上
一系列三角形各边的长度 (

" 采用局部坐标系，实现自动展开的通用算法
设已求得 )"+"边的长度为 !"，将其置于如图 %所示的 $.% 坐标系中，+" 点置于坐标的原点，)"+" 边

在 % 轴上，则 )" 点的坐标为（&，!"），+" 点的坐标为（&，&）；又求得 )#+" 边的长度为 !#，)"+# 边的长度为

!%；分别以 )"，+"为圆心，!#，!%为半径画两个圆，两圆的方程为

$# - %# # !"# $# -（% , !"）# # !#%
解之得交点 )#的 % 坐标： /%# # % #（!"# - !## , !%#）0 #!"

则 /$# # $ # 1 !## , %! #

取 % 轴右边的点，则 /$# # !## , %! # # !## , /%! #

图 " 局部坐标系
#$%&" ’()*+ )((,-$.*/0 121/03
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由此可得点 !!的坐标为：（ "!
! " #$! !

!，（"#
! $ "!

! " "%
!）% !"#），从而画出第一个三角形 &对于第二个三角形，

以 ’()$(为新的坐标系，求 *!的算法不变（如图 %（&）所示）&
求交点的子函数如下（用 ’语言编写）：
()*+,,,,,,,)*-./0.1-（"#，"!，"%）

234&- "#，"!，"%；

$ 5（"#""# $ "!""! " "%""%）% !"#；

’ 5 06/-（"!""! " $"$）；
求得 *!在局部坐标系 ’()$(中的坐标（ +’(!，+$(!）后，还需算出它在 ’)$ 坐标系中的坐标（ +’!，+$!），才能

用于作图 &

（ +’!，+$!）,（ +’(!，+$(!）
140! 0)*!
- 0)*! 140[ ]

!
式中!角为 $ 轴与矢量!!*#的夹角 &由余弦定理：140!5（"#

! $ "!
! " "%

!）% !"#"!，可做出第二个三角形 &对于
第 !（ . " #）$ #个三角形（ . 5 !，%，⋯，/），如图 7所示，只要将坐标原点移至 *.点，并求出 $ 轴与!.*.的夹角

"，则采用上述算法，可求得点 !. $ #的坐标 &在整个求解和绘制过程中，除了局部坐标系的平移和旋转，求交
算法是相同的 &
若（#’(. $ #，#$(. $ #）为点 !. $ #在局部坐标系中的坐标，则 !. $ #在 ’)$ 坐标系中的坐标为

（#’.0#，#$.0#）,（#’(.0#，#$(.0#）
140! 0)*! 8
- 0)*! 140! 8
+’. +$.
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其中 +’.，+$. 为 +. 在 ’)$ 坐标系中的坐标，如图 %（9）所示 &

! 展 开 实 例

"："（ 1）,（8，#: 0 %140 1，%; 0 %80)*-） 8# 1 # !!
2：2（#）,（;; 0 ;8140#，;80)*#，8） 8### ! }! （#）

"："（ 1）,｛:8 0 78140 1，［#87 -（:8 0 78140 1）!］# %!，780)*-｝

2：2（#）,｛<8 0 %8140#，%88 -［:8! -（#8 0 %80)*#）!］# %!，#88 0 %80)*#｝
（8# 1，## !!

}
）

（!）

图 ! 由图 "所示直纹渐变曲面的展开图
#$%&! ’()(*+,-(./ +0 1/23$%4/ %23$.(5 /23.1$/$+.

672)(5 172036( 14+8. $. #$%&"

方程组（#）所示的直纹渐变曲面如图 #所示，其中 " 和 2 分
别为互相垂直的两平面上的圆，其展开后的图形如图 7所示 &
方程组（!）所示的直纹渐变曲面如图 :（&）所示，其中 " 和 2

分别为两圆柱面上的空间曲线，其展开后的图形如图 :（9）
所示 &
直纹渐变曲面展开图自动绘制的程序用 ’语言编写，实现

这一算法的程序较长，不便在此全部列出，现将其算法流程简要

说明如下：（&）开始，读入初始给定点的数据 &（9）输入循环次数 &
（1）依次计算各展开基本单元———三角形各边的边长 &（+）采用
局部坐标系求交点及判别交点位置 &（.）将交点的局部坐标系
’()($(坐标转换为 ’)$ 坐标 &（ 2）调用绘图子函数绘制展开图，
结束 &
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图 ! 直纹渐变曲面和展开图
"#$%! &’(#$)’ $(*#+,- ’(*+.#’#/+ 01(2,- .1(3*0, 4,’5,,+ ’5/ 0/617+. *+- 3#$1(, /3 #’. -,2,6/87,+’
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