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关于椭圆型方程的一类解法
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摘要：阐述了一类椭圆型方程边值问题的解法，利用变分不等方程将其化为线性互补问题作为算法

基础，并构造了改进的 *+,-./01区间算子的迭代公式，这一算法是可以在计算机上得到确认的检验
方法 )最后给出了算例，数值结果是好的 )
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! 椭圆型方程与变分不等方程
偏微分方程在自然科学和工程技术中有很多应用，例如连续介质力学，电磁学，量子力学等方面的数学

模型都是一些偏微分方程 )椭圆型方程是描述静止的稳定的物理现象，例如不可压缩理想流体无旋流动的速
度势以及静电场的电位等都可归结为椭圆型方程 )椭圆型方程只是在一些特殊情况下才能求得定解问题的
精确解，因此经常要求椭圆型方程数值解 )本文给出利用线性互补问题（678）的方法求椭圆型方程数值解 )
而这一方法是基于应用变分不等方程把椭圆型方程化为线性互补问题 )
在平面区域 !!"!，"! 9!上分别给出椭圆型方程和第三类边界条件，这种情况称为泊松方程的第三

类边值问题：
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而 ! 是!的外法向量 )
现在考察椭圆型变分不等方程，设 !!"!，"! 9!为逐段光滑边界，任意 #，*#+&（!），令泛函
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对任意的 -#.!（!）!+&（!），定义算子
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因为 0 是一个凸闭集，则存在惟一的 ##0，满足下列变分不等方程［&］：

"（#，* / #）&（-，* / #） ’ * # 0 （!）
并且变分不等方程（!）的解 # 也是下列问题的解：

$# / - & " # & " （$# / -）# ’ " （#）
另一方面利用格林定理变分不等方程（!）的解又是泊松问题（&）的解，其中 - 9 ; ( )而式（#）是一种线性

互补形式，因此可以利用差分方法把式（&）转化为线性互补问题求解 )

" 线性互补问题
工程中、管理学中和经济学中的许多重要问题可以表示成线性互补问题 )对于 678的求解已经有了几
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种方法［!］，并且利用改进的 "#$%&’()区间算子给出了区间迭代算法以及一个可行的检验方法 !线性互补问题
定义为：给定 !!"# * #和 "!"#，求 #!"#，使得

（!# $ "）+# % , !# $ " " ! # " ! （-）
或者证明这样的 # 不存在 !在 ./0的研究中，常给出一个非线性方程的等价系统：

$（#）% , （1）
其等价性是指：##是式（1）的解，当且仅当 ##是式（-）的解 !为此人们设计了求解式（-）的许多算法 !常用的
一个非线性方程的等价公式是 0$23函数［!］

$（#）% 452（!# $ "，#）% ! （6）
其中”452”是按分量取最小 !0$23函数是逐段线性非光滑函数 !因此许多找方程零点的方法无法使用 !而改进
的 "#$%&’()区间算子可以有效地给出一个求解式（6）的算法，这种算法可以在数字计算机上获得验证，保证
中心在近似解的多维区间包含一个精确解或者检验出某一多维区间内不包含这个问题的精确解 !为了作出
"#$%&’()算子，必须构造函数导数的区间扩张，而 0$23函数是非光滑函数，因此作出的是广义下的导数区间
扩张，称其为斜率区间扩张 !
在式（6）中，用 %+

&!"# 表示!的第 & 行，&+&!"# 为第 & 个单位向量，’& 为 " 的第 & 个分量，定义集合如
下：
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对固定 #!’，作下列线性规划问题：& 8 7，!，⋯，#，若 #$( 9
& ，求
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设式（>）或（A）的最优解为 (&，令
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*&（#，’）表示区间矩阵 *（#，’）的第 & 行［!］!
现在给出改进的 "#$%&’()区间算子［C］，斜率区间扩张 *（#，’）如式（B）定义，并设 + 是一个适当的非奇

异矩阵

,（#，+，’）- # ) +$（#）.（ / ) +*（#，’））（’ ) #） （7,）
其中 $ 是 0$23函数（6），/ 为单位矩阵 !可以证明下面的引理 !
引理［C］ 设 ,（#，+，’）如上所定义，则有（$）如果 ##!’ 是式（6）的解，则 ##!,（ #，+，’），#!’ !

（D）如果 ,（#，+，’）’’ 8%，则在 ’ 中没有式（6）的解 !（&）若存在 #!’ 和非奇异矩阵 +，使得 ,（ #，+，
’）(’；则在 ’ 中必有式（6）的解 !
这样构造区间迭代公式

’（ -$7） % ’（ -）’ ,（)#（ -），+，’（ -）） （77）

其中)#（-）8 %（’（ -））!若)#（,）为初始区间 ’（,）的中心，如果 0 (8 *
.&
*/0
（)#（,） )）非奇异时，可令 + 8 0 9 7 !区

间迭代式（77）可以给出一个宽度足够小的包含式（6）的精确解的多维区间，或者检验出在初始区间中不包含
精确解［!］!

" 椭圆型方程第三类边值问题的数值解法
椭圆型方程的第三类边值问题求数值解常用差分方法化为线性方程组求解［-］，而线性方程组一些通常

,!> 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） !,,C年 77月



的解法往往不能达到一定的精度；笔者利用变分不等方程把椭圆型方程的第三类边值问题与线性互补问题

建立一种联系，从而提供一类数值方法，这一方法可以给出一个宽度足够小的包含精确解的区间 !因此，通过
式（!），再利用泊松方程的差分格式，可以把式（"）转化为 #$%问题，这样一来就化为对 %&’(函数（)）的求解
问题 !
对泊松方程的第三类边值问题（"），采用下列五点格式［*］，对区域 " 作正方形网格，步长为 #，设 $% + " ,

$% + #，&% + " , &% + #；’%( , ’（$%，&(），)%( , )（ $%，&(），（!’）%( , !
-’
!$( )-

%(
. !

-’
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%(
, )%( !并设 ’%(的近似值为"’%(，则

"’%(满足的差分方程为

*%( + "
#-
（"’%,"，( -"’%，( ," , *"’%( -"’%-"，( -"’%，( -"）+ )%( （"-）

当 ’ 的各四阶偏导数有界，即存在 . / 0，使得 !*’
!$/!&0 #

.，其中 / . 0 , *，0# /，0#* !

则式（"-）满足： *%( 1 )%( #
.#-
) !对边界条件的处理见文献［*］!这样可得到有 1 个未知数，1 个方程的

线性方程组 !若令

!%( + "
#-
（, "，, "，*，, "，, "）2，"%( +（"’%,"，(，"’%，( ,"，"’%(，"’%-"，(，"’%，( -"）

2

故当 # 充分小时，则式（"-）为 （!’）%( , )%( $, !2
%("%( , )%( （"!）

由式（!），得 ,（!’）%( - )%( % 0 ’%( % 0 （,（!’）%( - )%(）’%( + 0
再结合式（"!），得 !2

%(·"%( - )%( % 0 "%( % ! （!2
%(·"%( - )%(）"’%( + 0 （"*）

由式（"*）将 %，( 重新排序可以得到与之等价的 #$%问题：
#"$ % & % ! "$ % ! （#"$ % &）2"$ + 0

从式（"*）可知 #的主对角线上的元素全为正，其它元素是非正的对角占优矩阵，& 的分量当对应的是
内结点时，为 ) 在该结点的函数值乘以 #-，当对应的是边界情况时，取为零 !
在具体运算时，因为"$%0，取足够大的 2，可设初始区间 ’（0）的每一分量均为［0，2］，利用区间算子迭

代公式（""），可求出泊松方程的第三类边值问题（"）的近似解"$&’’（0），或者可检验出 ’（0）中不包含（"）的
解 !

图 " 网格划分
#$%&" ’($) *+(,$,$-.

例 设 " ,｛（$，&） 1 "#$#"，1 "#&#" !｝，!是" 的边界曲线，
求下面泊松方程的第三边值问题的解，取步长 # , 034 !结点的排序如图
"所示 !

!’ +!
-’
!$- -!

-’
!&- + , "

!’
!( -( )’

!
+ }0

（"4）

其中 ( 是!的外法向量 !
解 若取初始区间 ’（0）的每一分量均为［0，"］，由 4点格式可得一

近似的线性方程组：

, #"$ % & + !
其中 & , 1（0，0，0，0，0，0，03-4，03-4，03-4，0，0，03-4，03-4，03-4，0，0，03-4，03-4，03-4，0，0，0，0，0，0）2
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因此 &’()函数为 "（"#）* +,(（!"# - $，"#），% . $ (* #
#$
#%&
（"&（#） )）非奇异 ’经计算得 /0’12345算子和区间迭代公

式：

’（"&，%，(）)"& * %"（&）(（ + * %,（(））（( *"&）
(（ )($） ! (（ )）$ ’（"&（ )），%，(（ )））

经运算得一包含近似解的区间见表 $ ’
表 ! 计算结果

%%% %%% %%% %%%

"#$%& ! ’#%()%#*&+ ,&-)%*

%% %% %% %%

结点 解的区间 结点 解的区间 结点 解的区间 结点 解的区间 结点 解的区间

$ ［#6!787，#6!797］ 7 ［#6"7!!，#6"7"%］ $$ ［#6"::9，#6%##8］ $7 ［#6"7!"，#6"7"#］ !$ ［#6!787，#6!79!%% %% %% %% ］

! ［#6"7!!，#6"7"%］ 8 ［#6;%"%，#6;%%9］ $! ［#6;::7，#67#$#］ $8 ［#6;%";，#6;%%;］ !! ［#6"7!"，#6"7"#%% %% %% %% ］

" ［#6"::8，#6%##:］ 9 ［#6;::7，#67#$$］ $" ［#677!$，#677";］ $9 ［#6;::8，#67##9］ !" ［#6"::9，#6%##7%% %% %% %% ］

% ［#6"7!!，#6"7"%］ : ［#6;%"%，#6;%%8］ $% ［#6;::8，#67##:］ $: ［#6;%";，#6;%%;］ !% ［#6"7!"，#6"7"#%% %% %% %% ］

; ［#6!787，#6!79;］ $# ［#6"7!!，#6"7"!］ $; ［#6"::9，#6%##7］ !# ［#6"7!"，#6"7"#］ !; ［#6!787，#6!79"］

取其中点："#& *（#6!79 $，#6"7! "，#6%## "，#6"7! 9，#6!79 $，#6"7! 9，#6;%% $，#67## "，#6;%% $，#6"7! 8，
#6%##!，#67##"，#677!9，#67## "，#6%## !，#6"7! 8，#6;%% #，#67## "，#6;%% #，#6"7! 7，#6!78 :，#6"7! 8，#6%## !，
#6"7!7，#6!78:）< ’则"#&满足线性方程组 . !"# - $ * .，其精度可达 #6; = $#. "，因此也就是椭圆型方程（$;）
在给定的 !;个结点处的近似解 ’
本例中有 !;个结点为 !;维的情况，在具体运算时，采用了降维算法 ’总体上算法运作良好，然而因维数

较高计算时间还是较长的，关于这方面的改进是进一步研究的部分 ’
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