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摘要：以普适模型 /01为工程背景，对 2345波形分形维计算方法的缺陷进行分析 .以超立方体作为
覆盖单元，从 63789:;<< 维和分配维理论出发，在拓扑映射技术下，提出了振动波形长度分形维的定
义和计算公式 .对其数学严密性及工程适用性进行分析，说明其具有物理概念明晰、简单易行、精确
度高等优点 .基于长度分形维的分形动力学分析能力，建立了工程缺陷分形检测系统，实例证明该
系统对缺陷反应敏感、精度高，噪声免疫力强，有较好的实用价值 .
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!"世纪八九十年代以来，分形理论作为一种描述几何空间的新方法得到了迅速发展 .目前，它已广泛渗
透到自然科学、社会科学和工程技术的各个领域［+，!］，并与混沌、孤立子并称为非线性科学的三大支柱，成为

!+世纪最活跃的科学前沿领域 .关于分形，+,%*年 13@9ABC;:4给出了一个实用的定义，即组成部分以某种方
式与整体相似的集合 .严格遵循自相似的分形体称为“有规分形”，仅在统计意义下自相似的分形体称为“无
规分形”.自然界存在的分形体多为无规分形［#］.分形维数（<;3D43B 9EFA@8E:@）是分形理论的基本概念，它从分
形动力学角度测度分形体对空间的填充能力及其复杂性，已成功地应用于工程、生命科学、模式识别等领

域［$］.以覆盖为基础的 63789:;<< 维是第 + 个出现的且是具有最严谨数学意义的分维数概念；分配维（!G，

9EHE9A; 9EFA@8E:@）代表了一类以“尺度!对分形体进行度量”的指导思想而定义的分形维 .对于工程中常见的
振动波形等一般平面曲线，分形维计算方法主要有盒维数（!0）、信息维（!I），关联维（!’）、分配维、赫斯特指

数法（J7;84 AKL:@A@4）、谱分析法、2345法及多重分形谱等 .其中 !0!!I!!’；2345法由于计算简单，在工程中
被较多使用［)，*］，但该方法也存在诸多缺陷 .本文在对 2345法的缺陷进行分析的基础上，针对振动波形的前
向性特点，从 63789:;<<维和分配维出发，提出了一种新的物理概念明确、简单易行的分形维计算方法———长
度分形维，并将其用于工程缺陷检测中，实例分析验证了其有效性和可行性 .

! "#$%方法的缺陷分析

! "! "#$%方法简介
波形的分形维被简单地定义为 ! M B@# $ B@%，% M F3K（9E843@DA（+，&）），即第 +样本点与小于 & 的样本点

之间的最大距离，# 为曲线测量长度 "由于 ! 的大小受度量单位的影响较大，2345通过数学变换对其进行修
正，设样本点之间的平均曲线长度为 ’，# M (’（( 是长度为 ’ 的曲线段数），2345分形维计算公式为

!) * B@#
B@% * B@（# $ ’）

B@（% $ ’）*
B@（# $ ’）

B@（（% $ #）·（# $ ’））*
B@（(）

B@（% $ #）+ B@（(） （+）

! "& "#$%方法缺陷分析
文献［-］阐述了 2345方法的一些缺陷，这里对其作进一步分析 "

+ "! "+ 数学意义上的缺陷
首先，对于一个样本，当 % $ # M ,（ , 为常数），且 ("N时，!2 M +；再者，对于多个样本，当 % $ # M -（- 为

常数），且 ( 相同时，则有 !2 M .（ . 为常数），而满足此条件的一簇特性完全不同的曲线是容易构造的 "因此
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从严格数学意义上，!!不具备刻画分析维数的能力 "

图 ! "#$模型示意图（赫斯特指数为 %&’）
"()*! "#$ +,-./（01234.56 7 %&’）

" "# "# 工程适用上的不足
广义的分数布朗运动 $%&（$’()*+,-(. %’,/- &,*+,-）是自然

界中具有一定普适性的数学模型［0］，在地理、生命、工程、化学等

多个学科中得到广泛应用，下面用它作为背景模型对 !(*1方法
进行工程适用上的检验 "用赫斯特指数法建立一 $%&（赫斯特指
数为 234）数值模型，采样点为 "422个，如图 "所示；图 #、图 5分
别为 # $ % 及!! 值随模型增长的变化曲线 "采样点数大于 422
后，# $ % 值几乎稳定于区间［23660 # "322" 4］之内，相应的 !!

几乎稳定于区间［236664 "3222 5］之内，而该 $%&模型理论分
维数 ! 7 # 8 234 7 "34 "这说明对于 $%&这一背景模型，!(*1方
法在样本点较少的情况下即趋向于 "，明显失去敏感性，因此其
不具备分形维计算能力 "究其原因是没有严格的数学理论作为基础所致 "

图 8 ! " #随模型增长变化曲线
"()*8 9:2(:4(,; ,< ! " # =(40 )2,=40 ,< +,-./

图 > $?模型增长变化曲线

"()*> 9:2(:4(,; ,< $? =(40 )2,=40 ,< +,-./
8 长度分形维
长度分形维是针对工程中振动波形的前向性，即时间方向上的一致性提出的 "

8 "! 拓扑映射［@］

设 & 7｛’ ’ 7（()，*)），) 7 "，#，⋯，+｝为一振动波形采样，其中 () 为时间采样点，*) 为振动幅值，+ 为采
样点数 "按式（#）进行拓扑映射：&!,，, 为单位平面的一个子集：, 7｛- - 7（(") ，*") ），) 7 "，#，⋯，+｝

(") .
()
(+

*") .
*) / 9+-0)

9(:0) / 9+-0)
（#）

其中 ) 7 "，#，⋯，+；0) 7｛*"，*#，⋯，*)｝"式（#）线性变换不改变集合的拓扑结构，因此 &，, 维数相等 "下面
从分析 , 的维数入手进行 & 的分形维数研究 "
8 "8 计算公式及定义
以超立方体为技术关键［0］，从 ;(<=>,’??维和分配维理论出发，给出振动波形长度分形维计算公式和定义 "

# "# "" ;(<=>,’??维
;(<=>,’??维的计算过程是用边长为!、维数等于分形体拓扑维的超立方体对分形体进行覆盖（覆盖单元

统一称为超立方体），+（!）为覆盖所用的边长为!的超立方体数 ";(<=>,’??维定义为

!; . .+9
!!2

/ .-+（!）
.-( )!

（5）

其中，测量平面曲线时可用单元盒作为超立方体，此时式（5）表示盒维数 "
# "# "# 分配维
分配维数是用结构步测技术（=*’<)*<’@> /(.A *@)B-+C<@）计算的，基本过程是用双脚规对分形曲线进行度

量，脚距!即度量尺子，量得的曲线长度 % 7（+ 8 "）!，+ 为规脚与曲线交点数 "分配维定义为

!D . " / .+9
!!2

.-%

.-!
（E）
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! !! !" 长度分形维
对于具有前向性的工程振动波形，用一维长度线段作为超立方体（或尺子）对振动波形进行覆盖（或度

量）!集合 " 中，设振动波形长度为 #，当取超立方体边长为!，则覆盖单元数为 # $!，取!# $ $ %&（%& # % %
$），由式（"）得

’& ( ’()
!!*

) ’+%（!）
’+( )! ( ’()

%&!,
) ’+（# $ %& )$）

’+%& )( )$ ( $ * ’()
%&!,

’+#
’+%& （-）

当取尺子长度!# $ $ %&（%& # % % $）时，由式（.）得

’& ( $ ) ’()
!!*

’+#
’+! ( $ * ’()

%&!,

’+#
’+%& （/）

可见式（-）和式（/）的结果是一致的 !因为在覆盖或量度过程中，单元采用的是具有一维长度的线段，所以得
到的分形维称为长度分形维 !在集合 " 中，对于有限样本点的振动波形，下式成立：

’& ( $ * ’()
%&!,

’+#
’+%& ( $ * ’+#

’+%& （0）

! !" 数学严密性及工程适用性
! !" !$ 数学严密性
对于集合 "，考虑其两个极限状态 !首先，在单位平面内 %&!,，!+,!$，波形曲线的填充能力趋近于覆

盖整个单位平面；其次，%&!,，!+,!*，波形曲线的填充能力趋近于一条直线 !这两种情况是长度分形维的
上下确界，其极限计算如下：

’() 123
%&!,
!+,!$

（’&）( $ * ’()
%&!,
!+,!$

’+#
’+%& ( $ * ’()

%&!,
!+,!$

’+ "
%&

, ( $
（%& )$）! *（!+,）#( )!

’+%& ( ! （4）

’() (+5
%&!,
!+,!*

（’&）( $ * ’()
%&!,
!+,!*

’+#
’+%& ( $ * ’()

%&!,
!+,!*

’+ "
%&

, ( $
（%& )$）! *（!+,）#( )!

’+%& ( $ （6）

因此，长度分形维数 $$’&$!，符合平面曲线的空间几何性质，具有数学意义上的严密性 !

图 # !$随模型增长变化曲线

%&’(# )*+&*,&-. -/ !$ 0&,1 ’+-0,1 -/ 2-345

! !" !! 工程适用性
对第 $部分中的 789模型，用 9:;’:<编制长度分形维计算程

序，计算结果如图 .所示 !可见 ’&在采样点大于 !-*之后，其值位
于区间［$="4 $=.0］之内，可以作为理论值 $=- 的近似 !通过多个
理论模型试验，并与关联维、多重分形谱（ - # !）进行比较，认为长
度分形维具有逼近理论值速度较快、精度较高、适合于少数据点集

合等优点，这对于工程应用是十分有利的 !

" 工程检测应用

" !6 基本方法
土木工程的缺陷检测一般采用振动法 !待检工程可以看做一个非线性动力系统，在激振输入下，输出的

载有丰富介质信息的振动波形表征了系统的动力状态空间，分析振动波形进行缺陷辨识是最常用的方法 !一
方面，长度分形维从分形动力学角度综合了频率、振幅、相位的多种信息，刻画了系统的动力行为，对介质缺

陷在振动波形上反映出的突变等异常现象十分敏感，表现为维值的跳跃，由此可以预报缺陷；另一方面，长度

分形维对于具有全局性的背景噪声表现出较强的免疫能力，噪声水平的不同仅反映在维值整体水平的上下

平移上，而不影响长度分形维对具有局部性的有效信息的表征 !长度分形维对有效信息相对变化的敏感反应
是缺陷识别的依据，其对缺陷的敏感性和对噪声的免疫能力，使其对于缺陷识别具有较强的鲁棒性 !
" !! 工程实例

$664年国内发生大洪水以来，地下连续墙被大量兴建，用于防渗和加固 !隐蔽性特征使其健康诊断十分
必要 !这里基于长度分形维理论，研制了工程缺陷分形检测系统，从分形动力学角度对振动检测波进行分析，
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通过分形维的跳跃进行缺陷预警 !图 !为某一混凝土地下连续墙检测的振动反射波实测信号，图 "为分形检
测系统产生的长度分形维检测曲线 !图 "中分形检测系统对振动波形的不同动力状态进行了明晰的表达和
划分 !在 #$!和 %&"采样点处分维值突降，预报了该时刻动力状态的突变，可判断是裂缝或孔洞等缺陷所致 !
经工程开挖验证，对应 #$!样本点，在深度为 #’()处发现有宽 $* +)的夹泥横向不通透裂缝；对应 %&"样本
点，在深度为 !’&)处存在半径约 ,* +)的空洞 !由此可见，分形检测系统较准确地捕获了结构构造的变化特征，
实现了缺陷的准确定位，与传统的信号分析技术相比，具有简捷、准确的优势，并容易实现自动、实时检测 !

图 ! 混凝土地下连续墙反射波
"#$%! &’()’*+’, -./’ (012 34,’0$0134, *14+#43135 *14*0’+’ -.))

图 6 !7检测曲线

"#$%6 !7 ,’+’*+#4$ *30/’

8 结 语

.% 在 -./012344维和分配维的基础上，提出了长度分形维定义和计算公式 5
9% 实例证明长度分形维应用于工程缺陷检测是有效的，表明了分形理论在工程应用上的可行性 5
*% 探索分形理论与实际应用的结合是一个具有潜力的研究领域 5
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