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摘要：对有限元内力法求解拱坝等效应力分析进行了进一步改进，假定拱、梁方向上的正、剪应力在

拱、梁截面上的面单元内呈双线性分布，从而导出根据截面约束内力求解等效节点应力的公式，并

在此基础上导出拱梁向应力为直线分布时的上、下游面等效应力的求解方程和主应力求解公式 (对
典型的圆筒拱坝用本文方法进行应力分析，得出的拱及梁向应力结果与试载法分析结果基本一

致，表明用本文分析方法得出的应力结果可以按现行的拱坝设计规范规定的应力标准评价拱坝坝

体安全度 (
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拱坝应力分析主要采用多拱梁法和有限元法，但同一拱坝用不同多拱梁法程序计算的结果并不一致，尤

其是拉应力相差较多 (有限元法具有较强的计算功能，不但可以比较合理地考虑拱坝的整体作用，还能够进
行各种复杂条件下拱坝的应力分析 (但有限元应力分析中存在着坝踵、坝趾的应力集中效应，这给应力评价
及确定控制应力带来困难 (
傅作新教授［%］%&&%年提出的有限元等效应力法是基于有限元法的分析结果，将有限元所求得的应力合

成为截面内力，然后求出对应的线性化应力 !该方法为将有限元分析结果规范化提出了一种思路，但该法截
面内力是拟合出来的，不能精确地满足内力平衡条件 !此外，该法要求沿径向网格必须布置 #层以上单元格
才能求得结果 !
笔者在文献［!］中提出的基于有限元内力法的等效应力算法首先按常规方法建立拱坝及地基在水压力、

自重等荷载作用下的有限元平衡方程，求解结点位移和单元应力，然后将坝体分解为拱系和梁系，根据拱和

梁的内力平衡条件求解指定截面上的约束内力 !假定拱向节点应力沿垂直方向，梁向应力沿左、右岸方向在
其节点控制范围内均匀分布，上、下游方向呈直线分布，则可根据节点约束内力求得相应控制范围内的内力

（弯矩、轴力、剪力等）和坝体内任一点的等效应力 !上述关于拱梁向应力分布在其控制范围内沿垂直或左右
岸方向均匀分布的假定欠妥当 !同时由于每个节点控制范围不同，导致应力分析工作量较大 !本文提出的改
进拱坝等效应力分析方法假定拱梁方向上的正、剪应力在拱、梁截面上的面单元内呈双线性分布，根据静力

平衡原理导出了以节点应力为未知量、截面约束内力为右端项的平衡方程 !在此基础上，进一步导出了拱、梁
向应力沿拱坝厚度方向为直线分布时的上、下游面等效应力的求解方程和主应力求解公式 !

! 基 本 原 理

! !! 用有限元法求解给定截面的内力［!］

对一给定结构体系，施加相应的约束边界条件后的有限元方程为

!! " " （%）
式中：!———结构刚度矩阵；!———未知节点位移向量；"———荷载列阵 !
对某一结构系统，若用给定的截面!将结构分为"和#两个子结构，并对这两个子结构在该指定截面

上施加一组大小相等、方向相反的约束内力，则可建立与方程（%）完全等价的另一组方程：
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式中："———截面!上的节点；!———非!截面上的节点；"!———非!截面上的节点荷载向量；""———!面上
节点荷载向量；（ #"）!，（ #"）"———!截面上!，"两子结构间的约束内力，有

（ #"）! $（ #"）" # " （#）
由于方程（$）和（!）完全等价，则由方程（$）解出节点位移后，代入方程（!）就可直接求解出给定截面!上

的约束内力，其表达式为

（ #$）! # %（ #$）" #（!$%）!（!%）! $（!$$）!（!$）! %（"$）! #
（"$）" %（!$%）"（!%）" %（!$$）"（!$）" （%）

式（%）中的右端项可按!或"中的所有单元循环求解，然后按自由度进行叠加 &由于有限元中位移采用
的是分片插值函数，因此!截面上的约束内力只与!或"子结构中所有包含!截面上的节点单元有关 &故
而在实际求解时只需对!或"子结构中所有包含!截面上节点的单元进行循环即可 &
! &" 由截面约束内力求解节点等效应力
设!截面上的节点数为’(，!截面上的面单元数为’)，单元节点数为 ’ &假定每个节点在 *+, 坐标系下

!截面上的等效应力分量为 &% &｛-.! -/! -0!｝
’，同时假定每个面单元内任意一点的应力由节点的应力

分量通过单元形函数插值而得，即

-. # !
’

! # $
1!-.! -/ # !

’

! # $
1!-/! -0 # !

’

! # $
1!-0!

则根据静力平衡原理有

’& # " （(）
其中

’ # !
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) # $
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式中 ( 为单元形函数矩阵 &由于矩阵 "，’ 均已知，因此由上式可解出 & &
对于由!截面分离出来的子结构 3（或"），子结构"（或 3）通过!截面施加反力，该反力若转换成等效

应力，则可理解为沿截面法线（#）的正应力和截面内的两个相互正交方向（$，%）的剪应力，任意一节点的应
力分量可表示为"4

! &｛&## ’#$ ’#%｝
’，则由投影可得"4 与 & 之间的转换关系，即

")! # *!&!

其中
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式中 5$，’$，6$分别为局部坐标轴$与整体坐标轴之间的方向余弦，其余类似 &
按照多拱梁法中的应力假定［#］：拱向正应力&$$、梁向正应力&##和剪应力’#$ &’$#沿拱坝厚度按直线分

布 &这样，由微分体平衡条件，剪应力’$% &’%$、’%# &’#%将呈抛物线分布，正应力&%%呈三次曲线分布 &为此，
对沿拱坝厚度按直线分布的应力分量，当坝体沿厚度布置的单元数大于 $时需对方程进行适当修正 &假定沿
径向单元数为 7) 个，沿径向线上节点数为 7) * $个，设某径向线上的上、下游面上节点的应力值为 -8 和 -9，

则其线上任一点的应力值可表示为

-! # -8 $
7!
9（-8 % -9）

式中：9———上、下面两点之间的距离；7!———计算点至上游面的距离 &
经过上述处理后 & 可变为 & & *&+，&:中只包含上、下面节点应力分量 &式（(）可写成 ’:&: & ":，其中
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!! ! ""!"，#! ! ""# "
! "" 拱坝上、下游面主应力求解
在相互正交的局部坐标系!"#下，应力张量为
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$!!!$## !%#!!%!#已经由上节应力求解方法解出，其余的应力可根据上、下游应力边界条件求得 "这里以上
游面为例建立求解方法 "
设拱坝上游面上任一点在!"#坐标系下的法线方向余弦为｛%! &! ’!｝，则在上游面沿法线方向作用

水压力 ( 下，由于该面上的剪应力为零，可得
%!$!! ) &!%"! ) ’!%#! $ * %!(
%!%!" ) &!$"" ) ’!%#" $ * &!(
%!%!# ) &!%"# ) ’!$## $ * ’!(

由上式可求解得出$"" !%"! !%!"和%#" !%"# "当 #个应力分量全部解出后，可由一般的主应力方法求解
得出上游面任一点的主应力 "

# 算 例

刚性地基上的对称圆筒拱坝［$］，坝高 %&’，坝厚 % ’，坝中面半径 $$()* ’，坝体容重 +$ ,- . ’%，弹性模量

为 +(& / 0&$ 123，泊松比取 &(0*，坝基弹性模量取 0&(& / 0&4 123，近似模拟其刚性，只考虑满库水荷载作用 "
该拱坝的计算简图见图 0，有限元计算模型见图 + "

图 # 有限元计算模型
$%&’# $%(%)* *+*,*() -.+-/+.)%0( ,01*+

图 ! 计算简图
$%&’! 2-3*,* 04 -.+-/+.)%0(

通过计算，由改进的拱坝等效应力分析方法计算得到的结果见图 %、图 $，与垦务局试载法、薄板有限元
法的计算结果拟合较好，而且由 %种计算方法得到的最大拉、压应力值相差也不大 "由图 %还可以发现，不同
计算方法得出的拱冠下游面拱向应力结果相差相对较大，但总体趋势相同 "由于该处拉、压应力绝对值相对
较小，所以一般不作重点考虑 "

图 " 拱冠拱向应力
$%&’" 5*6)%-.+ 7)6*77 %( -*()6.+ -.()%+*8*6
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图 ! 拱冠梁向应力
"#$%! &’’( )*+,)) -.’/$ 0,/*+-. 0-/*#.,1,+

2 结 语

本文提出的改进拱坝等效应力分析方法使得基于有限元内力法的拱坝等效应力的求解更加方便 !文中
不仅导出了拱梁向应力沿厚度方向直线分布时的拱、梁向等效应力求解公式，还导出了求解上、下游面的主

应力简单公式 !算例说明了本文所提方法的正确性和适用性 !
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