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定边界点二维正交曲线网格的数值生成方法
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摘要：使用一种可以在边界上任意确定网格点的方法生成二维正交曲线网格 ’结果表明：该法以求
解拉普拉斯方程组为基础，物理概念明确，且无需构造“合并”或“聚集”控制函数，使得方程离散简

单，经验性因素降低；该法网格线与边界的正交性良好，可随意控制网格的疏密度，而且利用这一特

性可将分汊区域或多连域分割成多个单连域分别进行求解，使几何图形复杂的计算区域网格的生

成得到简化 ’
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正交曲线网格以其良好的贴体性及较高的计算精度而在水流数值模拟中得到了广泛的应用 ’目前常用
的生成网格的坐标系大致可分为 !类：一类是代数坐标系（,-.），即直接应用已知的代数方程，如折线、二阶
曲线等，网格生成较方便，但贴体性差、人为因素较大，仅适用于规则边界问题，对于实际流场的计算，有其不

适之处；另一类是微分坐标系（/-.），即通过求解特定的微分方程来生成坐标系，其坐标生成较前类复杂，但
可以密切贴合边界，比较合理地分配网格，在某些情况下能做到正交，这不仅能简化工程问题的控制方程，还

可以减少误差来源 ’
在通过求解椭圆型偏微分方程组来生成正交曲线坐标系的常用方法中，最为典型的方法是 )0123415提

出的求解带“合并”或“聚集”控制函数（367895: ;<57=915）!，" 的泊松方程
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的方法，即 )0123415方法［%］’使用该方法，可通过构造不同的 !，" 函数［!］来调节网格线的疏密程度 ’但该法
也有不足之处：（6）物理坐标系中网格点的位置不能预先给定，而且 !，" 函数中可调参数太多，当生成网格
不理想而需改善网格时，很难确定应调节的参数；（>）网格疏密程度的调节是以一定数量的等!，"线为中心
的，对于大面积水域，局部加密不够灵活；（7）如果在计算域某边界指定位置布置网格或布置按某种规律变换
的网格，则采用该法就难以实现 ’
文献［#，+］利用物理坐标系在变换平面中求解拉普拉斯方程
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从而生成了正交曲线坐标系 ’该方法的优点是，可在两邻边上任意选择、布置网格点 ’本文应用该法进行了规
则区域正交曲线网格生成及多连域网格生成的数值试验，并得到了较满意的结果 ’

! 网格生成原理
设（#，%）为物理平面上的二维笛卡儿坐标系，（!，"）为变换（或映射）平面上的直角坐标系，通过数值变
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换，希望将物理平面上的正交曲线网格变换为映射平面上单位正方形域中的规则正交网格 !根据共轭调和函
数的性质，当!，"为一对共轭函数时，!和"在（"，#）平面上的等值线族就是一对正交曲线，在映射平面（!，

"）上的相应值就构成所需要的规则正交网格 !

图 ! 物理平面及映射平面
"#$%! &’()*+ ,- .+/0#*12 134 *,5.6)1)#,312 4,51#30

下面通过共轭函数满足柯西 黎曼条件和映射与逆映射的存在关系，推导出映射平面规则正交网格中

"，# 所应满足的方程 !
设一对共轭函数 ! $!（"，#） （!#"）

" $"（"，#） （!##
{ ）

满足柯西 黎曼条件 !!
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根据逆映射的存在，设 " $ "（!，"） （%#"）
# $ #（!，"） （%##

{ ）

对（!!"）式两边求!的导数、（%!"）式两边求 " 的导数并相减得
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即映射（"，#）满足柯西 黎曼条件 !因此，它们在（!，"）平面上也是一对共轭调和函数，并满足拉普拉斯方程 !
为了使!，"无量纲化，让它们在 ( + ,中取值，引入一尺度因子 &，方程变为
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根据 ./01/1213415［%］的计算，取 & 6
(!
("

!其中 (!是!等值线的总长，("是"等值线的总长 !在以 )（!，"）点为

中心的控制体积中，将式（,(）离散为
*)") $ *+"+ ’ *,", ’ *-"- ’ *.".
*)#) $ *+#+ ’ *,#, ’ *-#- ’ *.#{

.
（,,）

式 中： *+ 6 ,
（!+ 7!,）（!+ 7!)）

； *, 6 ,
（!+ 7!,）（!) 7!,）

； *. 6 ,
（". 7"-）（". 7")）&-

； *- 6

,
（". 7"-）（") 7"-）&-

；*) 6 *+ 8 *, 8 *. 8 *- !其中下标 +，,，.，- 分别表示 ) 点的 $个相邻点 !

7 网格生成过程
如图 ,所示，采用上述方法，可将物理平面的

区域 */01 转换成映射平面的单位面积域 2345 !
由于物理平面区域的边界线也是网格线，因此需

满足正交条件，即 *，/，0，1 两侧局部边界应相
互垂直 !实际工程中的绝大部分流体数值计算问
题都可以满足这一条件 !
先在一对邻边上布置网格点，再从这些点出

发分别向对边作网格线，得出初始网格的坐标
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值，同时给出初始!，"值 !由于一对邻边的网格点固定，而初始给定的!，"值并不一定和网格点真实的!，"
值相等，因此先求出各网格点上对应!，"的真实值，再通过求解拉普拉斯方程组（!"）得出内部网格点 !

图 ! 角度修正示意图
"#$%! &’()*+ ,- ./$0( .1(/21(/)

真实!，"值的求解采用逐步校正逼近的方法 !即在初始
网格中，网格与边界一般不正交，假定欲求解的!为常数的
线从南部边界 "# 上任选点出发，如图 #所示，实线为初始网
格线，虚线为 $ $ ! 线上通过边界点的垂线且与 $ $ # 线相
交，空心点为初始网格点，实心点为新点，垂线与初始网格线

有一夹角，!值的校正通过此夹角来进行：

!! % &!!#
比例因子 &!一般可取 "%""""&［’］!根据初始网格线与边界垂线的关系，以图 #为例，修正后的!!为

!!! %!! ’!!! !!’ %!’ (!!’

根据上述，假设左边界和下边界网格点固定，则二维正交曲线坐标系的数值生成步骤为：（(）给出初始的
网格点坐标和!，"值；（)）从下边界点出发，作边界垂线与 $ $ #线相交，得出 $ $ #线上的新的网格点坐标，
根据!#求出!!，进而求出新的!值；（*）过 $ $ ) + !线上的点，作上边界的垂线，垂足即为上边界的新点 !
在此过程中，上边界的点是可滑动的，此步保证了上边界的正交；（,）同理，从左边界出发，求出新的"值和
右边界的新点；（-）保证了边界的正交和得出新的!，"值后，求解拉普拉斯方程组，得出新的网格坐标点，判
断是否达到收敛标准，如果没有，回到步骤（)）!收敛判断的准则很多，本文例子使用的准则是 .(/［!#（ *），

!#（$）］"!%" 0 !" + 12(, !

3 算 例

为说明定边界点二维正交曲线网格生成方法的特点，特给出 #个例子 !
例 4 边界规则的非对称渠槽截面的网格生成 !
根据需要在其左边界和下边界定网格点，生成如图 ’所示的网格 !由图 ’，1" 点可见，该方法可通过确定

边界点的密度人为地控制网格密度 !

图 5 计算区域上的网格（!，"）
"#$%5 67#28 #/ *,19:).)#,/.0 2,1.#/（!，"）

图 3 物理区域上的正交曲线网格（!，"）
"#$%3 ;7)+,$,/.0 *:7<#0#/(.7 $7#28

#/ 9+=8#*.0 2,1.#/（!，"）

例 # 分汊区域或多连域的网格生成 !
利用公共边将这种区域分成 #个或多个单连域，在公共边上布置网格点，在每个单连域上分别进行求

解，最后将其合并，构成整体网格 !如图 &，3所示，"，+，&，# 与 ",，+,，&,，#,分别对应为同一点 !

图 > 合并后的完整网格
"#$%> "#/.00= #/)($7.)(2 $7#28

图 ? 分开生成的网格
"#$%? &(9.7.)( $(/(7.)#,/ ,- $7#28
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! 结 语

"# 用物理坐标在变换平面上求解拉普拉斯方程，从而生成正交贴体坐标系，该方法物理概念明确，生成
过程较简单，适用于不规则区域中正交曲线网格的生成，具有一定的通用性 !

$# 从网格生成过程可看出，采用定边界点二维正交曲线网格生成方法，网格线与边界的正交性良好，并
可根据收敛性要求来控制所要求的正交精度 !

%# 在正交曲线网格生成过程中，一对邻边边界网格点固定，因此这对边界点与实际边界点完全重合，其
对边采用张力样条函数插值，从而保证了边界的光滑性，并且网格边界线与实际边界线重合 !

&# 由于定边界点二维正交曲线网格生成方法可随意控制网格的疏密度，因此，利用这一特性可将分汊
区域或多连域分割成多个单连域分别进行求解，使几何图形复杂的计算区域的网格生成得到简化 !
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