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基于指数分布的投入产出模型
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摘要：用随机模型来描述经济系统的变化情况，是符合实际的 )为此，运用随机变量和的分布理论，
在直接消耗系数和最终需求为指数型随机变量的条件下，导出了 ! 个部门的投入产出模型的确定
性等价方程 )
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投入产出分配平衡方程的一般形式为

"#& $& % "#! $! % ⋯ % "#!$! % &# ’ $# （ # ’ &，!，⋯，!） （&）
式中："#(———直接消耗系数；$#——— # 部门产出价值；&#———对 # 部门产出最终需求的价值 )（&）所表示的投入
产出模型也称为静态模型，它以投入系数即直接消耗系数的不变性（静态）为前提，并且其最终需求的各经济

量（家计消费、固定资产投资、政府消费、出口等）是作为外生变量而设定的 )实际上，将 "#(及 &# 分别理解成随
机变量 *#(，+#，则更符合经济活动的实际情况 )即研究如下的随机投入产出模型 )

*#& $& % *#! $! % ⋯ % *#!$! % +# ’ $# （ # ’ &，!，⋯，!） （!）
文［&，!］从不同角度讨论了投入产出模型的随机性质；在一定的条件下［#］，文［-］研究了最终需求为正

态型随机变量时投入产出优化控制模型 )文［$］假设 *#(和 +# 都为指数型随机变量，提出如下模型：

,｛*#& $& % *#! $! % ⋯ % *#!$! % *#!%& $!%&! $#｝’ & -!# （ # ’ &，!，⋯，!） （#）
其中 *#! . & / +#（ # / &，!，⋯，!），$! . &"&，!##［"，&］)（#）表示部门 # 的产出能够满足中间需求和最终需求的
可能性为 & 0!# ) 文［$］就 ! / !，在 *#(为服从参数为"#(的指数分布的条件下，导出了（#）中 $# 所满足的方程
（ # / &，!，⋯，!）)在此方程中只含有"#(和 $#，由样本资料估计出"#(，再由此方程利用数值法求出 $#，这就是研
究模型（#）的意义所在 )
本文在某些条件下将文［$］的结果推广到一般情形，以便能够广泛地应用于实际 )

! 模 型

设 *#(服从参数为"#(的指数分布，且对固定的 #，*#(之间相互独立（ # / &，!，⋯，!；( / &，!，⋯，! . &），记 .#(

/ *#($(（ # / &，!，⋯，!；( / &，!，⋯，! . &），则（#）可改写成
,｛.#& % .#! % ⋯ % .#!%&! $#｝’ & -!# （ # ’ &，!，⋯，!） （-）

由 *#(的分布可知 .#(服从参数为"#( / $( 的指数分布，且 .#(之间相互独立（对固定的 #）（ # / &，!，⋯，!；( /
&，!，⋯，! . &）)记 0# / .#& . .#! .⋯ . .#! . &，则式（-）为

,｛0# ! $#｝’ & -!# （ # ’ &，!，⋯，!） （$）
由 0# 的定义可知，0# 是 ! . &个独立的随机变量之和，只要能求出其分布，则由（$）就可以确定出（#）中

每个 $# 所满足的确定性等价方程 )

" 主 要 结 果

定理 设 *#(的密度函数 1（2#(）/
"#(10"#(2#( 2#($"

" 2#(
{ 2 "

，且对固定的 #，*#(之间相互独立，$( 3 "（ ( / &，!，
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$ 结论的证明
在证明之前，先给出如下 $个引理 "
引理 % 设 *# 为实数，且 *#!*$（ #! $），
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（*$ ) *#{ }） ) " "易见 +（*!）是一个关于 *!的 ! ) $次多项式，又

易知 *"，*$，⋯，*!)"都是 +（*!）的 ! ) "个不相等的实根，故 +（*!）$ ( " 引理得证 "
引理 & 设 *# 为实数，且 *#!*$（ #! $），
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证明 要证明此引理，先来证明如下结论 "
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" 用归纳法证之 "

!" 当 ! # $时，易验证（"(）对一切 ,%(成立 "
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即式（"(）得证 "令式（"(）, # (，则有"
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本文仅证明式（’）"式（)）的证明，只要用统计学上的一个事实就容易证得，即 ! 个相互独立且服从相同
指数分布（参数为 .）的随机变量之和服从#（!，.）分布 "故（)）的证明从略 "
要证明式（’），只要求出 ! ! "个独立的指数型随机变量（参数各不相同）之和的分布密度，再求积分即
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可 !由卷积公式和归纳法可证明下列事实 !

设 "# ! !
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用归纳法证明式（&&）!（’）当 ( ( )时，& ( "& * ")，由卷积公式易得式（&&）!（+）设当 ( # &时，即 && ’
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"#，式（&&）成立，则对于 (，由 "# 间的独立性，知 &&与 "( 独立 !令 & ’ && - "(，由卷积公式，得
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即对 (，式（&&）也成立 !从而式（&&）得证 !下面证明式（-）!
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! 结 束 语
本文运用统计理论和方法把［.］的研究结果从 ( ( )推广到一般情形，这既有利于理论研究的进一步深

入，也为应用研究提供了一种方法 !在文中所给出的定理中，仅讨论了"#% 3 /%（ % ( &，)，⋯，( * &）之间两两相等
和全相等的情形，至于这些参数间有部分相等的情形，将另文讨论之 !
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