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拟线性抛物型方程边值问题差分方程解的存在与惟一
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摘要：数值求解拟线性抛物型偏微分方程边值问题通常可归结为解非线性方程组，非线性方程组解

的存在与惟一性是解方程组的前提 (为此，用差分方法建立了数值求解一类拟线性抛物型方程边值
问题的非线性方程，根据同胚理论得到了该方程组解存在与惟一的结果，并通过具体例子给予了说

明 (
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! 差分方程的建立
考虑拟线性抛物型偏微分方程第一边值问题［&］
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把上述差分近似代入方程（&），又令%/"
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由泰勒公式可以证明差分方程（!）的截断误差为 4（"）. 4（0!）.
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" 非线性差分方程组解的存在与惟一
为了讨论非线性差分方程（’）解的存在与惟一，介绍以下的概念和引理 -
定义 # 设映照 #：."!##!#，如果 # 在. 上是单一的，并且 # 和 # & "分别在 . 和 #（.）上连续，则

称 # 是一个将. 映到#（.）上的同胚 -
从定义 "可见，要证明差分方程（’）解的存在与惟一，只需证明非线性映照 $ (! 是 !# 映到 !# 的同

胚 -
引理 #［%］ 设 /!0（!#）是正定的，! )!##!# 是连续可微的，并对所有 "!!#，!1（ "）是半正定的，那

么 $ (! 是将 !# 映到它自身的同胚 -
定理 # 设拟线性抛物型方程边值问题（"）中 *（ 2，3，’，4）关于 ’ 和 4 具有一阶连续偏导数，并且

*4（2，3，’，4）$"，*’（2，3，’，4）% % & ""，其中"为非负常数，（ 2，3，’，4）!［!，)］*［!，5］* ! * ! -那么
非线性差分方程（’）的解存在而且惟一 -
证明 差分方程（’）为 $" (!（"）$ %，先证明矩阵 $ 的正定性 -任取
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即矩阵 $ 是正定的 -下面证明!1（"）对所有 " $（&"，&%，⋯，&#）#!!# 的半正定性 -
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（ +#! " +#!"!）$ "，因此!,（"）是半正定的 .由于 $/（0，1，/，

%）及 $%（0，1，/，%）连续，从而!（"）连续可微 .
由引理 !可知，非线性映照 # %! 是将 !) 映到 !) 的同胚 .差分方程（&）为

#" $!（"）% & & " !) " #（# $!）’!&
即差分方程（&）的解存在且惟一 .证毕 .
定理 !的条件很容易验证 .例如，拟线性抛物型方程边值问题
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由定理 !可知，差分方程（&）的解存在且惟一 .
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