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摘要：建立了一个 ,-./0双寡头垄断广告竞争模型，发现企业的广告行为将引起市场的不稳定甚至
混沌 (在控制系统的不稳定不动点之前，首先运用概率动力系统理论研究了实施有效控制所要求的
参数调节范围 (然后运用参数调节反馈控制方法实现了对模型的多周期轨道的控制及系统在混沌
态与不同周期轨道间的转换，从而有效地改善了系统的性态 (研究表明，当市场竞争白热化时，企业
广告费用投入即使是微小的变化也将导致系统性态的极大改变 (
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近年来，经济系统中的非线性现象已经引起了一些经济学家的高度关注［$ 3 #］(如何消除有害的混沌，而
对有益的混沌加以诱导，已经成为经济混沌研究的热点之一 (文献［$］研究了一个财务管理模型的多参数调
节控制 (但总体来说，这方面研究还较滞后，从而影响了混沌理论在经济系统中的应用 (因此，把一些比较成
熟的混沌控制方法运用于具体的混沌经济系统，将对实际的经济运行产生重要的指导意义 (
一类新的双寡头垄断市场广告竞争模型［!，#］如下：
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式中：!"，’"——— " 时刻两家厂商的产量；!，"———两家厂商的产出参数；%"——— " 时刻广告效应的度量，%"!
［"，$］；(，)———广告折旧和费用 *本文考虑两家厂商采取相近的广告战略的情况 *
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分析不动点#的稳定性，其它不动点的分析与此类似 *系统在#处的 456-78矩阵为
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它的 #个特征根为
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容易看出，!!，!"中都有因子 ! & #，同时由前面的假设 ! ’ ! & # ’ "，所以寡头的广告行为是引起系统不
稳定的主要原因 ’由稳定性条件知，当 ( ’ & ) ( ’ "时!$ ’ ! ’通过上面的分析能进一步了解厂商的广告行为
对竞争状态的影响 ’随着厂商广告费用参数的改变，系统的行为越来越复杂，最终由倍周期分岔进入混沌，在
混沌区中，有许多的周期窗口 ’企业间的激烈竞争所造成的市场无序如果长期持续，对谁也没有好处 ’因此借
助模型探讨如何较为有效的消除市场中的混沌、建立秩序，为企业管理者提供一定的决策参考是非常有意义

的 ’

! 寡头广告竞争模型的混沌控制

! ’! 不稳定周期 !轨道的控制
非线性动力系统的混沌现象通常是由系统参数的扰动引起的，控制或诱导混沌就是直接调节这些参数 ’

因此，研究如何较为准确地确定可控参数的调节范围，减少参数调整的盲目性，提高控制效率也就显得尤为

重要 ’市场的不稳定（甚至混沌）主要是由寡头的广告行为引起的，厂家可以通过适当调节广告费用的支出来
控制混沌 ’
!*!*! 广告费用参数 & 的有效调节范围
基于概率动力系统理论［#］建立一个等价于受参数扰动的混沌系统，通过计算相关的特征指数得到广告

费用控制参数 & 的扰动范围 ’由式（#）（+）（,）算得其 $个不稳定不动点为

! （)"，*"，#"）!（(*,-.!，(*,-.!，(*.(.!）
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# （(*-($-，(*+(%!，(*.(.!）
参数扰动控制只有当状态变量进入不动点的充分小邻域以后才会有效 ’而状态变量在不稳定不动点邻域对
系统的影响，等价于一个伸缩映射，即

+（#，$）! #" "$（# $ #"）
参数$与受扰映射 ,（#，&）/（! ) (）# & &#（! ) #）的不动点%有关 ’若$’ !（ 0 !），映射 +（#，$）就表现为在
不动点邻域内变化率为$的伸缩映射 ’对多参数调节高维混沌系统，$由系统的 123456矩阵行列式的特征根
所决定 ’设%表示 , 的不动点，则应有关于%的 +（#，$），即

% ! #" "&（# $ #"）
它即为伸缩率&的在不稳定不动点!邻域的伸缩映射 ’又%/ ! ) ( - &，所以

&（&）! ( -（! $ #" $&（# $ #"））
这样，扰动参数 & 就是&的函数，对每一次落在不稳定不动点’邻域的状态点，选择的&值就确定了允许参
数扰动的形式 ’这样通过定义压缩映射每次迭代&的概率密度 .（&），就定义了一个基于概率的动力系统 ’由
方程（$）得
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如果’充分小，将上式在 #"附近作泰勒展开，并取一次近似，有
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取$（&）/ $*((($&) "*%(($，&扰动的概率密度 .（&）为［&768，&729］中的均匀分布，即
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图 ! ! ""#$%的关系
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只有当! ! "即"#!"$%&!"’时控制才有效，如取"$%& ( #)#，#(
! * !" ( ")""#，则可以得到控制参数的范围，即+)’,"-! "!+)+." / #
同时，选择不同的概率密度函数及#，对参数调节范围的确定有很大影
响 #一般地，若系统状态点与不稳定不动点越接近，参数调节范围越
小 #在研究参数调节控制域的基础上，运用参数调节反馈控制方法可
实现对式（+）的不动点的控制 #
#)#)’ 控制方法及实现

#--"年，$%% & 等根据混沌系统对参数变化敏感及混沌吸引子的
不稳定周期轨道的稠密性等提出了参数扰动方法，该法很好地控制了混沌运动，但实际应用时很不方便且有

可能失效 #本文结合极点配置技术得到新的参数调节控制方法［#］#
假定离散混沌系统方程为

’%(# ) *（’%，$）
它是 +, 0 +-#+, 的一个映射，其中 ’%———系统状态变量；$———系统控制输入 #设 ’*（$"）为$($"时系统

的不动点 #首先在给定的初始条件下，应用系统方程进行迭代，考察系统状态点 ’% 与不动点 ’*（$"）的距离，

如果$’% * ’*（$"）$ !#，则在$($"的较小邻域内，用一阶线性系统来替代，由于混沌系统的遍历特征，保

证了状态轨道最终进入到$($"的邻域内，这样运用反馈控制规律来镇定原系统，从而将轨道导向预定的

轨道 #
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用式（/）进行迭代，直到满足精度要求为止 #
当考虑不动点的某个#邻域时，参数调节的有效性设为$#!$!$’，则当式（/）中 3（4）( #时，如果$"

* 1（’% * ’*（$"））!$#，取$% 1 # ($# #而当$" * 1（’% * ’*（$"））2$’，取$% 1 # ($’ #
有了系统在不动点!（4"，6"，!"）处的 3%4567矩阵，设控制输入向量 ! (（"，"，!（# * !））8 #初始值（ 4"，

6"，!"）(（")’，").，")9），当$ ’% * ’*（$"）$ ! #"* +时加入控制 #取极点配置向量为（")9/’ + 1 ").-+ "7，

")9/’+ * ").-+"7，"）#则极点配置矩阵 1 (（")""#- * ")""# + * ’.)’"" :）#在给定的精度下，要使控制有
效，+)’,"-!"!+)+."/ #如果在较早时刻（ % ( 9"）加入控制，系统刚开始会在不动点"处作非常微小的振荡，
随着调节参数的改变，稳定在另一平衡点!，对应的 " 值为 +)+"’#/,+++’-"+, #其中第一家厂商的产出稳定
在一个较小的值上，而第二家厂商却稳定在较大的值 #这个现象说明：当两个寡头厂商采取微调广告费用的
支出来消除混沌时，刚开始的产出水平差异可能很小，但长期来看，可能造成一家厂商产出水平的提高和另

一家产出水平的降低，即长期来看会对其中的一家有利 #而如果在较晚时刻（ % ( ’9"）加入控制，则系统始终
稳定在不动点"处，对应的 " 为 +)+"":"++/’/’-:# #此时两家厂商始终保持相同的产出水平，如图 ’所示 #
这些结果表明，控制时刻的选择与控制结果的最终状态关系很大 #

图 6 市场稳定到周期 !轨道
&’()6 7-$3’,’8’/( -1+ 090-+# -. .:3’- .; 2+:’.5 !

! #6 多周期轨道的控制
要稳定周期为 7 的多周期轨道，最直接的办法就是对映射进行 7 次迭代，经 7 次迭代后，周期轨道上
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的任何点都变成了不动点，然后就可以用控制的方法来稳定这个不稳定的周期轨道 !
具体步骤如下：令 "#（!!）表示周期 $ 的轨道，即 "# " $（!!）# "#（!!）!
!" 如果!"% $ "#（!!）! %"，计算 $ 个 & & & 阶矩阵 !% 和 & & ’ 阶矩阵 "% !
#" 在周期轨道上的每一点 "# " %（!!）（ % # !，’，⋯，$ $ ’）处计算 (%(% $ ’⋯ (% $ ) " ’的稳定特征向量｛*%，’，

*%，(，⋯，*%，+｝及#%，,，, # !，’，⋯，- $ ’ !然后求 #% 的逆矩阵 !
按照式（)）迭代，直到满足精度要求为止 !在 % # ’!!加入控制，当 . 为 *+(,! (,时，使系统控制至周期 -

轨道，此时两家厂商的平均产出水平都是 !+.),)，广告收益为 !+.!/ - !随着市场波动的加剧，厂商的产出水
平及广告收益均有下降（相对于不动点!）!
由于寡头竞争市场总是在有序和无序之间转换，因此研究系统在混沌态和周期轨道间的转换是必要的 !

在 % # .!时加入控制，使系统稳定在周期 *轨道，此时两家厂商的平均产出水平都是 !+,-, .，平均广告收益
为 !+,.!.，% # (!!时取消控制，系统重又进入混沌，然后在 % # *!!时，再加入控制，使系统稳定至周期 (轨
道，此时两家厂商的平均产出水平提高为 !+0,’)，平均广告收益为 !+)-!!，系统性态得到了改善 !

$ 结 论

企业的广告行为引起寡头竞争市场不稳定时，可通过调节广告费用来稳定市场 !当广告竞争白热化而使
系统进入混沌运行以后，广告支出的微小调节将导致系统性态的极大改变 !而且如果控制力度较大，反而会延
长获得控制的时间 !这说明，由混沌系统对参数调节的敏感特性所决定，企业要尽快达到稳定市场的目的所采
取的控制力度要适当，否则可能事与愿违 !考虑到寡头竞争市场的波动性及市场在有序和无序之间交替，还实
现了对系统多周期轨道的控制及在混沌态与不同周期轨道间的转换，从而有效地改善了系统的性态 !
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