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摘要：构造了新的无单元形函数 *通过 +,-./0展开理论，实现无单元形函数的高阶连续性；用 1234,05
插值，实现移动最小二乘技术中的“从局部到整体的移动性”及有限元方法中的“过点插值性”*将这
两种基本理论有机结合，借助于高斯积分技术，构造了易于本质边界条件处理且避免大量求逆运算

的新型函数 *在非凸边界区域影响域的处理，克服了目前几种处理方法的缺点，建立了简便有效的
新准则———弧弦准则 *
关键词：无单元；插值形函数；影响域；非凸边界；不连续边界
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以移动最小二乘技术构造形函数的无单元法［$，!］中存在着“不过点插值的现象”以及确定形函数系数时

存在着繁重不堪的求逆矩阵问题，文献［#］通过用奇异权函数实现插值效果，以解决边界处理问题，用基函数
正交化来减轻计算量，但效果不好 *人们试图通过各种办法来近似处理本质边界条件［!］：如 9,:0,;:3乘子法，
修正的 9,:0,;:3乘子法，无单元与有限元的混合法，甚至结合边界配点法等 *但这些方法无法从根本上解决
本质边界处理问题 * 9,:0,;:3 乘子法增加了许多额外未知量；修正 9,:0,;:3乘子法减少了未知量，但因其物理
量难以确定而使边界失真；配点法本身就存在精度问题 * 鉴于此，本文重点解决本质边界条件处理及太多求
逆运算问题；目前的无单元法中，处理奇异、非凸边界附近的点所对应权函数影响域的措施也需改进 *很显然
这些区域属敏感区域，点与点之间是否相互影响异常重要 *目前的方法有 #种［#］：可视性准则；衍射准则；透
明准则 *但这些准则各有缺点，本文提出一种简单、明了、比较合理的准则，姑且称作弧弦准则 *

! 新的无单元形函数的重构

! *! 移动插值技术的继承
移动最小二乘“插值”技术虽然不易实现，却给了重要的提示：局部紧支集上的奇异权函数具有“移动插

值”功能 *若继承这种技术且避免求逆运算，将会减少工作量且实现“插值”性质 *本文继承 1234,05插值函数
的“移动”、“局部”、“插值”的性质，精心构造出易于边界处理、避免求逆运算的新型函数 *
! *" 泰勒展开理论的应用
用 1234,05函数无法构造高阶的完备多项式，仅有 !"阶连续性 *为此，借助泰勒多项式基把多项式高阶

基函数构造出来，或者说把 1234,05插值看作 "阶基函数的插值成分，而 $阶以上的基函数，由泰勒展开中的
多项式基来完成 *本文以二维情况为例，一维、三维分别由二维退化和扩展 *
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基于无单元法［7 < $!］（如无单元伽辽金法等）需要在（与插值函数无关的）积分背景网格内的高斯积分点
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图 ! 计算点示意图
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上进行 %所以，对图 !中积分网格内的任意点 ! 将 "#$%&’公式在高斯积分点（!(，
"(）上展开 #并用 )*+,#’-逼近：
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’（ *’）中以 *’ . （!( / !’）0 1（"( / "’）$ 0来度量，之所

以如此是为了用｛（!’，"’）｝&’ . !来逼近 $（!(，"(）及其它对应的函数 #那么
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一般取 ! 3 4阶的完备基函数项，此逼近函数具有如下性质：（#）移动性，因 ! 为任一点；（5）局部性，由

!(
’（ *’）来实现，具体 *6#7的确定在文献［!2］中已有讨论，不出现奇异方程为准，兼顾精度与计算工作量，本文

用三角函数类权函数［2］；（8）插值性，显然 $（!’，"’）. $’；（-）具有高阶的完备性，由基矢量实现：（! / !’），（" /

"’），（! / !’）0，（! / !’）（" / "’），（" / "’）0，（ ! / !’）2，（ ! / !’）0（ " / "’），⋯；（+）计算简便，直接以｛$｝为自变

量，不需要大量求逆运算来决定逼近函数的系数，求导运算直接对（ !，"）进行，!(
’（ *’）中的变量（ !，"）变成

（!(，"(），这正吻合了通过高斯点联系离散节点｛（!’，"’）｝&’ . !的要求 #下面将逼近函数矩阵化：
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5 有关物理公式及离散方程的实现

5 #! 物理公式
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% 由平面应力或平面应变问题而定 #

;92第 20卷第 2期 孟闻远，等 无单元法形函数及非凸区权函数影响域的研究



! !! 离散方程
对于边值问题，由 !"#$%&’(法

!!""#!!)! #!!#!")! #!$#!"#)$ $ * （+）

式中：""———对称算子；!———试验函数；"———体力矢量；#———边界面力矢量 !将 !，$ 代入式（+）则得

%,%&,%&,%&- $ $,%&- % $!!#’.(#’)! $ $!$)."#)$ ’!!).")! （/）

积分高斯点取 0 1 0，边界积分用 0个高斯点 !影响域在非凸域部分的范围按“弦弧准则”!若用其它坐标
表示物理问题，将 (，) 代换即可，求导运算及积分微元的变换，用雅可比阵 * 转换 !

" 非凸域附近权函数影响范围的研究
权函数的影响域问题是确定点与点之间是否相互影响及其影响量大小的问题，这对奇异边界非凸边界

附近的场量高梯度变化的状况非常重要 !目前的 0 种准则［0］（可视性准则（2’3’4’#’56 7%’5$%’8(）、衍射准则
（)’99%"75’8( 7%’5$%’8(）、透明准则（5%"(3:"%$(76 7%’5$%’8(））各有优缺点 ;可视准则比较直观，计算简洁，但裂缝尖端
影响范围不合理，如图 ,情况的阴影区本应受影响，却被消去；衍射准则似乎更合理些，但在不连续线（面）尖
端的场量高梯度变化区，使高斯积分区域变得复杂化，且弧状非凸域与 *- 线、*,（ (）线的切点不易确定，(+
不易求出 ;透明准则的有关透明参数 &难以确定 ;由此建议用下列公式来确定：
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图 0（"）中：-.
&

= -/.
’
，图 0（4）中：-.

&
= -/ > ./ ，图 0（7）中：-.

&
= -/ > ./ = , -/ ! -.在图 0

（"）（4）中都为线段 -. 长，在图 0（7）中-. = * !式（<）简单明了，易于计算，不用确定其它参数，影响范围合理，
有衍射、透明准则的优点 !计算效果也比较好，称其为弦弧准则（"%7?35%’(@ 7%’5$%’8(）!

图 " 弦弧准则
#$%&" ’()*+,($-% )($,.($/-

图 ! 可视准则不合理示意图
#$%&! 0-(.1+/-123.-.++ /4 5$+$2$3$,6 )($,.($/-

图 7 计算模型
#$%&7 8/9:;,1,$/- </=.3

7 算 例

例 > 无限大板见图A，中间有半径为 0 的圆孔，在 ( 方向受均
布力 1 = -B* &C"，2 = -*0 &C"，泊松比% = *B0，取 - 3 A 部分进行计
算，0 = -B*D，4 = EB*D !用 A 1 A高斯点积分，边界用 A个高斯点积
分，取 ,阶与 0阶完备基函数，对不同的节点布局进行计算，结果见
图 E !

图 ? !+ 分布

#$%&7 !+ =$+,($2;,$/-
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图 ! 边界裂缝板计算模型
"#$%! &’()*+,+#’-,. (’/0. ’1
, ).,+0 2#+3 4’*-/,56 75,78

例9 受拉薄板边缘有!型裂缝，! " # ! "#$，荷载为 $，如图 %所
示 %由 & 积分计算应力强度因子 ’!
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& 积分用 ) * )高斯点 %计算工况：（+）用 ’& * &&个规则点布置 %（,）在

以裂缝尖端为形心的
&
$ # * &

$ # 范围内，以 &$，’"，’-，)%个积分点分别

计算 %（.）增加多项式的阶数，由 ’阶增加为 )阶 %计算结果见表 &，以
’"
! ! ’#)/-［&’］进行正规化处理 %
例: 复合型裂纹如图0所示 % * ! ’#’ * &"/ 12+，!! "#’/，0 ! &3，

! ! 1 " ’ ! "#’3 %已知参考引力强度因子为 ’"
! ! $ * &"$ #2，（2+）；’"

"

! "#/) * &"$ #2（2+）%现用 ’& * $&节点布置，裂纹尖端的区域作为辅

图 ; 复合裂纹
"#$%; &’()’<#+0 75,78

助区域，有混合型&积分［&/，&%］公式计算 ’!，’" %结果如下：
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表 = !! " !>
!计算结果

?,4.0 = &,.7*.,+0/ 50<*.+ ’1 !! " !>
!

多项式阶 3
增加结点数

" &$ ’" ’- )%

’ "#40$ "#4-" "#44& "#44/ "#&"""
) "#44& "#44- &#""& &#"&" "#&"""

@ 结 论

算例表明，继承“移动最小二乘”技术构造形函数的合理内涵 5在
泰勒展开理论的基础上，巧妙利用 6789+:(插值逼近特性形成的具有局部插值性及高阶连续性的优越重构形
函数具有如下优点：

,% 由于揉合了多种数学技术理论且直接构造形函数，计算量大大减少，而移动最小二乘法必须进行反
复求逆运算 5

4% 由于具有过点插值性，所以本质边界条件的处理像有限元方法一样容易进行 5
7% 算例表明，计算具有很好的稳定性与精确性，对边界奇异问题达到了很好的精度 5
/% 可进行自适应分析 5提高节点的密度（即影响域内节点数目增加）及提高多项式的阶次 3 均可提高精

度 5例 ’表明，提高 3 效果更好些 5
0% 对复合型裂纹也达到较好的精度 5
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