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混凝土二维复合型软化曲线的一种推算方法
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摘要：基于虚拟裂缝模型（*+,），通过对混凝土二维复合型裂缝梁试验数据的拟合，得到了" #，

" $，# $-种二维复合型软化方程中参数!，"的数学表达式 !据此表达式可直接求得二维复合
型缝端 !个应力强度因子之任意比值（即任意权重比）下混凝土二维复合型的软化曲线 !这克服了
通过试验求软化曲线的困难，为断裂能 "*计算及损伤分析等提供了方便 !
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在研究混凝土断裂问题时，混凝土材料的 #$#全曲线（包括上升段和下降段）占有极其重要的位置 !因
为该曲线是混凝土在各种荷载作用下的变形、内部微裂纹的发展、损伤积累以及最终破坏等一系列变化过程

完整的宏观反应［$］!
现普遍存在的一个问题是，混凝土 #$#全曲线在普通材料试验机上很难得到 !因为当加载到试件的极

限荷载时，试件会突然断裂，试件断裂就得不到稳定的下降段 !1234567指出，达到极限荷载时混凝土试件突
然破坏是试验机刚度不足所致，要得到稳定的下降段，则试验机须具有闭路伺服控制装置 !如果没有这类装
置，则试验机应具有足够的刚度，才能控制卸载时的变形速率 !
在实际工程结构中，由于裂缝方位不对称、荷载分布不对称以及材料各向异性等原因［!］，通常遇到的是

应力强度因子 %"，%#和 %$均不为零的复合型裂缝，其应力强度因子的权重比各不相同，因此要逐一通过
试验获取 #$#全曲线不太现实 !而由断裂力学理论［$］可知，只要知道软化曲线，#$#全曲线就不难确定了 !
因此，本文对试验所得的数种不同权重比下的软化曲线进行了分析和拟合，并建立了推算二维复合型裂缝任

意权重比下软化曲线的一般方法 !

! 软 化 方 程
河海大学在承担国家“八五”攻关子项目“高强度混凝土损伤 断裂模型及其在大体积混凝土结构中的应

用”时，进行了一系列试验 !这些试验主要研究水工建筑物中常用配合比的混凝土的损伤和断裂性能 !试验中
试件浇注和测试共分 -8 组，每组 ) 根 !其中：纯"型断裂破坏，纯#型断裂破坏，纯$型断裂破坏各 $ 组；

" #复合型断裂破坏 )组，各组"型、#型权重不同，包括拉剪破坏和压剪破坏；" $复合型断裂破坏 )
组，各组"型、$型权重不同，包含拉扭和压扭；# $复合型断裂破坏 #组［-］!
由于 #$#全曲线上升段基本处于线弹性状态，其 #$#曲线很容易得到，而下降段则不易得到 !因此，对

#$#全曲线下降段采用如下软化方程来描述：
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式中：!，"———可调参数；$6———缝端前缘的等效应力；$69———等效应力的极限值；+6———等效附加变形；

+69———等效附加变形的极限值 !
分析式（$）可知，虽然!不可取为零，但:3;

)!"
&（)）< $，满足虚拟裂缝尖端裂缝宽度为零、传递应力为$69这

一条件 !若取 ) < $，则 & < $ = 6="!即裂缝完全张开时，裂缝传递应力为 $ = 6="!由于"值一般远小于 $，可知
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表 ! 单一型软化方程参数!，"
"#$%& ! ’#(#)&*&(! #+," -. /0+1%&2)-,&

3(#34 0+*&+&(#*0-+ &56#*0-+

参数 !型 "型 #型

! !"#$% !"&’$ !"’()

" !"!) !"!&& !"!*’

这个应力非常小，即接近于零 !式（#）不但形式简单，而
且能较好地符合试验结果，还能把各种类型软化律曲

线统一起来 !采用无量纲形式主要是为了便于分析和
应用 !
据已有试验，得到了混凝土单一型及不同权重比

下 ’种二维复合型软化律曲线方程中的!，"值，如表
# +表 %所示 !

图 7 ! "型不同权重与"关系
80197 :&%#*0-+/;0< $&*=&&+
<(-<-(*0-+ -. !! > !" #+,"

图 ! ! "型不同权重与!关系
8019! :&%#*0-+/;0< $&*=&&+
<(-<-(*0-+ -. !! > !" #+,!

表 7 ! "复合型不同 !! > !"下软化方程参数!，"
"#$%& 7 ’#(#)&*&(! #+," -. ! " )0?&,2)-,& 3(#34 0+*&+&(#*0-+ &56#*0-+ .-( ,0..&(&+* <(-<-(*0-+/ -. !! > !"

参数
"! , ""

# ,!"’) # ,!"-$ # ,#"&# # ,#"($ . #,!"%! . #,!"$- . #,#"’! . # ,#"-)

! !")-% !"’() !"%(% !"&!* #"#-$ #"!$$ !"$% !"$!’

" !"!*’ !"!*( !"!*# !"!%( . !"!)& . !"!#% !"!!’ !"!!-

表 @ ! #复合型不同 !! > !#下软化方程参数!，"
"#$%& @ ’#(#)&*&(! #+," -. ! # )0?&,2)-,& 3(#34 0+*&+&(#*0-+ &56#*0-+ .-( ,0..&(&+* <(-<-(*0-+/ -. !! > !#

参数
"! , "#

# ,!"’# # ,!"*# # ,!"-- # ,#"&( . #,!"#$ . #,!"&% . # ,!"** . # ,#"’#

! !"))& !")$$ !"’’# !"’*# !"-#* !"*#) !"&)* !"%’%

" !"!%- !"!-) !"!-% !"!-$ !"!)) !"!)( !"!’* !"!%&

表 A " #复合型不同 !" > !#下

软化方程参数!，"
"#$%& A ’#(#)&*&(! #+," -. " # )0?&,2)-,&

3(#34 0+*&+&(#*0-+ &56#*0-+ .-( ,0..&(&+*
<(-<-(*0-+/ -. !" > !#

参数
"" , "#

#,!"&) # ,!"-$ # ,#"!* # ,#"(%
! !"&)* !"%(% !"%&- !"%#)

" !"!%( !"!&! !"!&) !"!&*

各类二维复合型裂缝的权重比通过表中 "! , ""，"! ,
"#，"" , "#来反映 !根据上述数据拟合出任意权重比下软化
律曲线方程中的!，"表达式，从而可确定其软化曲线 !

7 参数!，"的拟合
找出!，"随权重比变化的规律，并使!，"拟合表达式满

足二维复合型在权重比为 ! 或/时退化为单一型的条件 !据
此，本文拟合时采用了双曲函数和 0形曲线函数［%］!

7 !! ! "复合型
如图 #所示，当 "! , "" 1 !时，! "复合型退化为"型，

此时!1 !"*)!（表 #单一型所对应的!1 !"&’$）；当 "! , ""
1 /时，! "复合型退化为!型，此时!1 !"#$%，与表 #单一
型所对应的!值相吻合 !!拟合表达式为

!（#）$ % & #
’ & (2) *# （)）

式中：’ 1 . !"(&(；( 1 . !"%$%；* 1 #"!(；% 1 #"’* !
拟合"时，根据"分布规律并考虑退化问题，分拉 剪和

压 剪两部分进行拟合 !如图 )所示，当 "! , "" 1 !时，! "
复合型退化为"型，此时"1 !"!&&；当 "! , "" 1 /，! "复
合型退化为!型，此时"1 !"!)，均与表 #单一型所对应的"
值相吻合 !"拟合表达式为

拉 剪（"! + !） "（#）$ * & %2) (（#) ’）) （’）
式中：’ 1 &"$-&；( 1 !"!#；* 1 !"!)；% 1 !"!& !

压 剪（"! , !） "（#）$ * & #
’# & ( （%）
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式中：! ! " #$%#；" ! &%’(；# ! $%$’’ $
于是，对! "复合型裂缝，根据上述拟合，只要知道权重比 %! ) %"的值，并将其分别代入相应的!，"

表达式就可确定!，"值，从而可得到该权重比下的软化律曲线 $
! $! ! "复合型
如图 *所示，当 %! ) %# ! $时，! #复合型退化为#型；当 %! ) %# ! +时，! #复合型退化为!型 $!

拟合表达式为

!（&）’ ( ) #
! ) ",* #& （’）

式中：! ! " #%-.&；" ! " #%*’.；# ! $%.(；( ! $%. $
拟合"时，根据"分布规律并考虑退化问题（见图 (），分拉 扭和压 扭两部分进行拟合 $"拟合表达式为

拉 扭（%! + $） "（&）’ # ) (,* "（ &* !）/ （&）
式中：! ! #%$/-；" ! $%/**；# ! $%$/；( ! $%$’’ $

压 扭（%! , $） "（&）’ # ) &
!& ) " （.）

式中：! ! " #’%*；" ! *’；# ! $%$&* $

图 " ! "型不同权重与!关系
#$%&" ’()*+$,-./$0 1(+2((-
03,0,3+$,- ,4 !! 5 !" *-6!

图 7 ! "型不同权重与"关系
#$%&7 ’()*+$,-./$0 1(+2((-
03,0,3+$,- ,4 !! 5 !" *-6"

于是，对! #复合型裂缝，根据上述拟合，只要知道权重比 %! ) %#的值，将其分别代入相应的!，"表
达式就可确定!，"值，从而可得到该权重比下的软化律曲线 $
! $7 # "复合型
如图 ’所示，当 %" ) %# ! $时，" #复合型退化为#型；当 %" ) %# ! +时，" #复合型退化为"型 $!

拟合表达式为

!（&）’ ( ) #
! ) ",* #& （0）

式中：! ! ’%/-；" ! /’%-&；# ! #%-&；( ! $%*’ $
同样，根据"分布规律并考虑退化问题（见图 &），得"拟合表达式为

"（&）’ # ) (,* "&/ （-）
式中：" ! /%#$’；# ! $%$’；( ! $%$#* $

图 8 # "型不同权重与!关系
#$%&8 ’()*+$,-./$0 1(+2((-
03,0,3+$,- ,4 !# 5 !" *-6!

图 9 # "型不同权重与"关系
#$%&9 ’()*+$,-./$0 1(+2((-
03,0,3+$,- ,4 !# 5 !" *-6"
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于是，对! "复合型裂缝，根据上述拟合，只要知道权重比 !! ! !"的值，并将其分别代入相应的!，"
表达式就可确定!，"的值，从而可得到该权重比下的软化律曲线 "

图 ! 实测和拟合软化曲线比较
"#$%! &’()*+#,’- ’. #-/0-0+*/#’- 12+30,

45 +0*6 (0*,2+0(0-/ *-7 +0$+0,,#’- 1*6126*/#’-

8 实 例 验 证
对# !复合型裂缝，如将应力强度因子 !# ! !! " # ! #$%#代

入# !复合型!，"表达式，则可得!" &$’%#，"" &$&%( "将!，"值
代入式（#）即可得软化曲线，见图 ) "
从图 )可以看出，实测软化曲线［*］与拟合软化曲线具有极强的

相关性 "由此可以认为，通过拟合而得到的软化曲线与实测结果相
吻合 "因此，可根据式（#&）计算权重比 # !#$%#时的断裂能 #+ "

#+ $!%, -
#,.%, $!%, -

&（%,）.%, （#&）

9 结 束 语
通过对裂缝尖端应力强度因子 !#，!!，!"不同比值（即不同权重比）下软化曲线的研究，拟合出了不

同 !# ! !!，!# ! !"，!! ! !"权重比下的软化曲线，从而得到了相应的 ’($全曲线的下降段，并可推算出二
维复合型裂缝在任意权重比下的 ’($全曲线 "这克服了必须通过试验得出 ’($全曲线的困难，为进一步进
行复合型断裂研究和工程应用提供了方便 "实例验证表明，该方法具有一定的可信度和实用价值 "但需要说
明的是，本文结果仅适用于水工建筑物混凝土；而关于建筑结构中高标号混凝土的软化曲线，则还需做进一

步研究 "

参考文献：

［#］徐道远，符晓陵，寿朝晖 /混凝土三维复合型断裂的 +01和 #+［2］/见：涂传林主编 /第五届岩石、混凝土断裂和强度学术会
议论文集［0］/长沙：国防科技大学出版社，#33*/ )*—))/

［4］尹双增 /断裂损伤理论及应用［1］/北京：清华大学出版社，#334/ #*%—#’4/
［*］周苏波 /混凝土损伤的定量分析［5］/南京：河海大学，#333/
［’］方开泰，全辉，陈庆云 /实用回归分析［1］/北京：科学出版社，#3(($’4—’%/

: (0/;’7 .’+ 1*6126*/#’- ’. #-/0-0+*/#’- 12+30 .’+ 4<= 1’()’,#/0 1’-1+0/0 1+*1>,

?@:A B’-$，C:DE F#*-$<7’-$
（)*++,-, *& )./.+ 01-.1,,2.1-，3*45. 61./ "，7518.1- 4#&&3(，)4.15）

:4,/+*1/：67 89::9;< =8 ,>?,@9A,;:BC .B:B =8 -=;-@,:, D,BAE F9:G 4H5 -=A?=E9:, -@B-IE DBE,. =; :G, 89-:9:9=JE -@B-I A=.,C
（+01），AB:G,AB:9-BC ,>?@,EE9=;E 8=@ ?B@BA,:,@E! B;." 9; :G, 4H5 -=A?=E9:, 9;:,;,@B:9=; ,KJB:9=;E 8=@#H!，#H"，
B;. !H" -=A?=E9:, -@B-IE B@, =D:B9;,.，B;. DBE,. =; :G, ,>?@,EE9=;E，4H5 -=A?=E9:, 9;:,;,@B:9=; -J@L,E J;.,@
.988,@,;: ?@=?=@:9=;E =8 :F= E:@,EE 9;:,;E9:7 8B-:=@E，:GB: 9E J;.,@ .988,@,;: F,9<G:E，B: :G, ,;.E =8 4H5 -=A?=E9:, -@B-IE
-B; D, .9@,-:C7 .,@9L,./ MG, A,:G=. =L,@-=A,E :G, .9889-JC:9,E 9; .,:,@A9;9;< :G, 9;:,;,@B:9=; -J@L, D7 ,>?,@9A,;:E，B;.
ABI,E 9: ,BE7 := -BC-JCB:, :G, 8@B-:J@, ,;,@<7 #9 B;. ?,@8=@A .BAB<, B;BC7E9E /

G05 H’+7,：-=;-@,:,；89-:9:9=JE -@B-I A=.,C；E:@,EE 9;:,;E9:7 8B-:=@；9;:,;,@B:9=; -J@L,；9;:,;,@B:9=; ,KJB:9=;

**’第 *4卷第 ’期 邵 勇，等 混凝土二维复合型软化曲线的一种推算方法




