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弹性直桩在水平力作用下的数值解
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摘要：用样条函数法解得一个 &阶常微分方程的非线性数值解 ’该解可用于任何地质条件下弹性直
桩水平变位及桩身内力的计算 ’实例计算表明，无论地面下桩身计算结点取多少，计算结果均具有
一定的稳定性 ’
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弹性直桩在水平力作用下的计算理论为 $%#"年美国张有龄教授提出的一个 &阶常微分方程
!"#（&）（$）% &’#（$）( " （$）

式中：!"———桩的抗弯刚度，./·0!；&———桩身宽或桩径，0；#（ $）———弹性直桩在地面以下的弹性曲线（即
桩身水平位移）；’———随地基深度变化的地基水平反力系数，./ 1 0# )
目前，根据地基水平反力系数随桩深变化的不同假定，式（$）的求解方法有常数法、* 法、+ 法、’ 法等 )

本文用样条函数法［$］求得式（$）的非线性数值解 )该解可用于工程上遇到的各种复杂地质条件下弹性直桩变
位及内力的计算，并且可免去各种假设，尽量与实际地质情况相一致 )

! 基 本 方 程
设桩底端（桩尖）处的单位宽度地基水平反力系数为 !,-，!, 2 &!,-，’ 2 !,-.（ $），其中 .（ $）为从地面到

桩尖处地基随深度变化的某函数，并有 .（$）!"，且当 $ 2 /（桩底端入土深度）时，.（$）2 $（即 ’/ 2 !,-）)将
式（$）等号两边同除以 !"，并令!2（!, 0（&!"））$ 0&，代入式（$）得

#（&）（$）% &!
& .（$）#（$）( " （!）

图 ! 桩身结点示意图
"#$%! &’#()* ’( +#,-*

直桩在地面以下（因地面以上桩身水平作用力引起的）由弹性水平变

位而形成的地基水平反力分布，可看作是作用在一根梁（桩）上的非均布

反力，梁（桩）的挠度曲线可定义为一个 3阶广义微分方程

#（(%$）（$）( "
12$

3 2$
!3"（$ 2 $3） （#）

式中："（ $ 4 $3）———单位跳跃函数，可描述突变现象，记为（ $ 4 $3）5；
$3———结点；!3（ 3 2 $，!，#，⋯，1 4 $）———待定系数 )将地面以下桩身长度
分为 1 段（见图 $），从地面到桩底端共有 1 5 $个结点，每个结点处有一
地基水平反力 )将式（#）积分 3次，得到 (次样条函数解的一般表达式

#（$）( "
(

3 ( "
43 $3 0 3！%"

12$

3 ( $
!3（$ 2 $3）(% 0 (！ （&）

式中!3 和 43 为一系列未知待定系数 )式（&）可改写为

#（$）( 4" % 4$ $ % 4! $! 0 ! %

4# $# 0 3 % 4& $& 0 !& %"
12$

3 ( "
!3（$ 2 $3）(% 0 $!" （&#6）
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对式（!!"）分别求 #，$，%，!阶导数，并令 ! & "’，# & "#，$ & "$，% & "%，& & "!，!’ &"’，得

(（)）* ! + #) + $)$ , $ + %)% , ( + &)! , $! +!
-.#

’ * ’
!’（) . )’）)+ , #$’ （!#*）

(（#）（)）* # + $) + %)$ , $ + &)% , ( +!
-.#

’ * ’
!’（) . )’）!+ , $! （!#+）

(（$）（)）* $ + %) + &)$ , $ +!
-.#

’ * ’
!’（) . )’）%+ , ( （!#,）

(（%）（)）* % + &) +!
-.#

’ * ’
!’（) . )’）$+ , $ （!#-）

(（!）（)）* & +!
-.#

’ * ’
!’（) . )’）+ （!#.）

式（!!*）/（!!.）为求解式（$）提供了一个数值解的多项式方程组 /但是，要求解式（$）尚需 !个边界条件 /下面
分别对桩顶为固端和自由或铰接两种情况进行说明 /

! 桩顶端嵌固时的情况

! /" 方程（$）的数值解
此时，在地面处桩身的转角可从地面以上桩身段推导出

(（#）（’）*（0’ + 12 , $）2 ,（34）

式中：0’———地面处桩身弯矩；1———地面上桩顶水平推力；2———桩顶至地面的高度 /由式（!!+）可知

(（#）（’）& #，由式（!!,）可得 (（$）（’）& $，而 0’ & 34(（$）（’）/经整理，地面处的桩身转角为

# * 2$ + 12$ ,（$34） （)）
地面处桩身剪力为 34(（%）（’）& 0 1，由式（!!-）得 (（%）（’）& % /因此，有

% * . 1 ,（34） （(）
在桩底端（即 ) & 5）时，可能出现 !种状态：（"）(（5）& ’；（*）(（#）（5）& ’；（+）(（$）（ 5）& ’；（,）(（%）（ 5）&

’ /由于在求解方程（$）时只需 !个边界条件———地面 $个及桩底端 $个，地面处已有式（)），（(），因此，只需
从 !种可能出现的状态中任选 $种即可 /
当 ) & ’时，从式（!!*）及（!!.）可得到 (（’）& ! 及 (（!）（’）& &，代入式（$）便得 & & 0 !!"

! 6（’）/
当 ) 1 ’时，将式（!!*）及（!!.）代入式（$），整理移项后得

!［# . 6（’）, 6（)）."
! 6（’）)! , (］+ $（2) + )$ , $）+

!
-.#

’ * ’
!’［（) . )’）)+ , #$’ +（) . )’）+ ,（!"

! 6（)））］*（)% . %2$ )）1 ,（(34） （2）

令 ! & 75)，$ & 85%，2 & 95，: & 1 ,（(345$），;< &（5"）
!，对桩身第 4 个结点，记 )4 & )（ 4），式（2）可改写为

［# . 6（’）, 6（)4）. ;<6（’）（)4 , 5）! , (］7 +［ 9（)4 , 5）+（)4 , 5）$ , $］8 +

!
-.#

’ * ’
!’［（)4 . )’）, 5］)+ , #$’ +［（)4 . )’）, 5］+ ,（!;<6（)4））*［（)4 , 5）% + % 9$（)4 , 5）］: （3）

式（3）包含 - 个方程式（从 4 & ’ / 4 & - 0 #），其中 7，8，!’ 为（- 4 $）个待定系数，因此，尚需补充 $个多项式
方程才能求解 /
当 )4 & 5 时，将桩底端边界条件 (（5）& ’（桩底端水平位移等于 ’）代入式（!!*），可得

［# . ;<6（’）, (］7 +（$ 9 + #）8 , $ +!
-.#

’ * ’
!’［（)4 . )’）, 5］)+ , #$’ *（# . % 9$）: （5）

也可将桩底端边界条件 (（#）（5）& ’，(（$）（5）& ’，(（%）（5）& ’分别依次代入式（!!*），可得

［$;<6（’）, %］7 .（ 9 + #）8 .!
-.#

’ * ’
!’［（)4 . )’）, 5］!+ , $! * %（ 9$ . #）: （#’）

$;<6（’）7 . 8 .!
-.#

’ * ’
!’［（)4 . )’）, 5］%+ , ( * . (: （##）

$)! 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） $’’!年 2月



!!"#（"）$ %!
&%#

’ ( "
!’［（)* % )’）+ ,］$- + $ ( % %. （#$）

现仅需从式（&）’（#$）!式中任选 $式补充式（(），便可求出 $，/ 及!’ 共& ) $个未知待定系数 0式（&）’
（#$）代表了可能出现的 !种桩端边界条件而分别推导出的多项式方程，共有 %种两两选取的组合方式 0
! 0! 桩身弹性变位及其内力
对桩身第 * 个结点，记 ,* * )* + ,，,’ * )’ + ,，从式（!!+）可得桩身的水平变位、弯矩和剪力，即

1（)*）(｛［# % !"#（"）,!* + %］$ -（ 2,* - ,$* + $）/ % .,,* %!
&%#

’ ( "
!’（,* % ,’）

-
- + #$"｝,-
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,
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5（)*）( 4*1（,）（)*）(［% !$!"#（"）,* % %. -!
&%#

’ ( "
!’（,* % ,’）

$
- + $］4*,$

当 )* * "（即地面处）时，可得 1（"）* $,-，3" * 4*1（$）（"）* 4*6 * /,,4*，5" * 4*1（,）（"）* 4*7 * . %,$.4* 0
在桩顶处，将 ) * . 8 代入式（!!+）得桩顶位移（对桩顶而言，等式右边最后两项等于 "）

19 ( 1（% 8）(（$ % /2$ + $ % $ 2,.）,-

桩顶弯矩为 39 * 3" ) 58，将 3" * /,,4*，5 * %4*,$.，8 * 2, 代入得39 *（ / ) % 2.）4*,, 0

" 桩顶端自由或铰接时的情况
" 0# 方程（$）的数值解
直桩在地面处的边界条件应为

4*1（$）（"）( % 58 4*1（,）（"）( % 5
从式（!!/），（!!0）可得 1（$）（"）* 6 及 1（,）（"）* 7，因此有

6 ( % 58 +（4*） 7 ( % 5 +（4*）
可以看出，只需将式（-）改为 6 * . 58 +（4*），式（%）保持不变，类似桩顶端为嵌固的情况，可推导出多项式方
程组
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" 0! 桩身弹性变位及其内力
地面以下桩身第 * 个结点处的水平位移及内力为

1（)*）(｛［# % !"#（"）,!* + %］$ - ,*/ % , 2,$* % ,,* %!
&%#

’ ( "
!’（,* % ,’）

-
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地面以上桩顶处水平位移为 19 *（$ . /2 . $ 2,）,-.，弯矩为 39 * " 0地面处有 1" * $,-.，3" * 2,.，5" *
. %4*,$. 0
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图 ! 钢筋混凝土管桩码头断面
"#$%! &’()#*+ () ,-.’) ,#/- ’+#0)(’1+2 1(01’+/+ 3#3+ 3#*+4

5 计 算 实 例

5 !6 弹性长桩
以直（管）桩多排架码头为例（见图 !），

码头前方由 "根 # ! ! $直径钢筋混凝土管
桩组成一个排架，桩顶可看作是嵌固于码

头横梁顶部，桩的抗弯刚度为 "# %
! !&#’&()" * #+’ ,-·$!，管壁厚 +.#& $，承
受的船舶水平荷载分配在每个排架上为

!"+ ,-，桩端地基水平反力系数取 "$% %
#"++ &$（’），&$（’）为桩端地层的标准贯入
击数 !地面以下桩身计算结点数取 #& /
#0个 !按地表面有无砂石覆盖层及桩尖处风化岩层 &$（’）% "+和 ’+0种不同地质状况进行计算（见图 !），每
一种地质状况下都按 ’种桩端可能出现的边界组合条件计算 !
计算结果表明，’种不同的桩端边界条件下桩顶的水平位移和内力大小都很接近 !这说明，此时码头的

管桩入土较深，已达到长桩的入土效果要求，桩底端应属嵌固状态 !
5 !! 弹性短桩
如果对图 !中码头地基做些变化———将风化岩层面提高 #+$、地面处不设置砂石覆盖层、桩尖只到达贯

入击数为 "+的岩层前，桩身计算结点数取 (个，则桩顶位移和内力的计算结果在 ’种不同的桩底端边界条
件下出入较大 !此时，应按桩底端属端支承的状态，即桩底端应属铰接状态———桩底端位移等于 +（(（’）% +）
和弯矩等于+（(（!）（’）% +）!计算结果比较符合实际 !正是由于码头管桩入土较浅而出现了短桩的情况 !

7 结 语

.% 任何单一或复杂地质条件下的直桩桩基都可以用本文提出的非线性数值解法进行计算，而且不用提
出像以往解法中所做的那些会与实际工程地质情况有所出入的假设，因此本文数值解法能更贴近工程实际 1

8% 本文数值解法能自动判别所计算的直桩特征———长桩还是短桩 1如在用 ’种不同的桩端边界条件进
行计算时，若桩顶水平位移和内力值的大小彼此接近，则是长桩，否则即为短桩 1

1% 地面以下桩身计算结点的多少，一般不会给计算结果造成显著影响 1如对本文所述长桩进行计算时，
若将桩身结点数从 #& / #0个（用平均内插）增加到 !" / !)个，计算结果相差不大 1这说明计算具有稳定性 1
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