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一类非线性扩散方程组解的整体存在和有限爆破问题
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摘要：研究了由 )个非线性扩散方程通过非线性反应项耦合而得到的一类反应扩散方程组，并运用
构造上下解的方法讨论了这类方程组的齐次边界问题的整体存在和有限爆破条件 ’主要结果可以
推广到具有同样形式的 ! 个方程的反应扩散方程组 ’
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本文研究了下列一类非线性扩散方程组解的整体存在有界和爆破问题 ’
"# $ ""%$ & "’$ ()$ (# $ "(%! & (’!$ *)! *# $ "*%) & *’) ")) （+ !!，# !（"，,）） （$）

具有连续有界初值

"（+，"）$ ""（+） (（+，"）$ ("（+） *（+，"）$ *"（+） （+ !!） （!）
和边值

"（+，#）$ " (（+，#）$ " *（+，#）$ " （+ !"!，# !（"，,）） （)）
其中：##!- 为具有光滑边界"!的有界区域；参数 %.$$，’.，). - "，’. . %.（ . / $，!，)）/
这类问题在单个方程和两个方程组成的方程组情况下已有许多学者研究过 /如：文献［$］研究了

"# $ ""% & "’ "（+，"）$ ""（+） （+ !（0 1，1），# !（"，,））
在边值条件下 "（ 0 1，#）/ $解的整体存在和爆破性 /文献［!，)］研究了如下非线性扩散方程组：

"# $ ""% & (’ (# $ "(% & "’ （+ !!，# !（"，,））

"（+，#）$ (（+，#）$ " （+ !"!，# !（"，,））
"（+，"）$ ""（+） (（+，"）$ ("（+） （+ !!）

其中!!!- 为具有光滑边界条件"!的有界区域，且 %，!，’，) - $得到下列结果：当 ’) . %! 时，方程组的
解整体存在；当 ’) - %! 时，方程组的解对于大的初值有限爆破 /文献［)，#］还考虑了 ’) / %! 的情况 /
本文将以上问题推广到了 )个方程的方程组中，从而进一步推广到 ! 个方程组成的方程组的情形，并

且是带有强耦合的方程组 /

" 解的整体存在和整体存在性
定义 令 , - "，正函数（%"，&(，%*）!2!，$（! 1［"，,））称（%"，&(，%*）为方程组（$）2（)）的上解 /若不等式

%"# 0"%"%$ 0%"’$&()$ $ "# 0""%$ 0 "’$ ()$

&(# 0"&(%! 0&(’!%*)! $ (# 0"(%! 0 (’! *)!

%*# 0"%*%) 0%*’)%")) $ *# 0"*%) 0 *’! ")
{

)

（+ !!，# !（"，,））

%"（+，#）$ "（+，#） &(（+，#）$ (（+，#） %*（+，#）$ *（+，#）

%"（+，"）$ "（+，"） &(（+，"）$ (（+，"） %*（+，"）$ *（+，"{ ）
（+ !!）

成立 /改变不等号的方向，可得下解的定义 /
引理 " 如果（%"，&(，%*），（"，(，*）是方程组（$）2（)）的一对上下解，那么方程组（$）2（)）存在唯一的解

（"，(，*）满足 " . " .%"，( . ( .&(，* . * .%* /
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证明类似于文献［!］的证明 !由比较原理知，方程组（"）#（$）的解（ "，#，$）对于 %!!，&!（%，’）满足
"（%，&）& %，#（%，&）& %，$（%，&）& % !显然（%，%，%）为下解 !由引理 "，为证明解的整体存在有界性，只需要构
造方程组（"）#（$）的关于 & 一致有界的上解 !
定理 ! 如果（(" ’ )"）（(( ’ )(）（($ ’ )$）& *" *( *$，那么方程组（"）#（$）的解整体存在且有界 !
证明 让"（%）是问题

+!" , " （% !!）

" , % （% !"!
{ ）

的唯一解，且满足 %#"# -%，-%为正的常数 !构造函数

$"（%，&）,［.（" /"（%））］
"
("

%#（%，&）,［0（" /"（%））］
"
((

$$（%，&）,［ -（" /"（%））］
"
($

其中 .，0，- 为充分大的正数 !由 %#"（%）# -%，% )
"
(1
#"（ 1 * "，(，$）可知（$"，%#，$$）整体存在且有界 !下面验

证（$"，%#，$$）是方程组（"）#（$）的上解 !因为 %#"（%）# -%，所以

$"
)"%#

*" , .
)"
(" 0

*"
((［" /"（%）］

)"
("

/
*"
(( # .

)"
(" 0

*"
((（" / -%）

)"
("

/
*"
(( $"& , %，!$"

(" , + .
由于（(" ’ )"）（(( ’ )(）（($ ’ )$）& *" *( *$，易证，存在充分大的 .，0，- 满足

. & .
)"
(" 0

*"
((（" / -%）

)"
("

/
*"
((

所以

$"& &!$"(" /$")"%#*"
同理可证

%#& &!%#(( /%#)($$*( $$& &!$$($ /$$)$$"*$ （% !!，& !（%，’））

由于 .，0，- 是充分大的正数，不妨设 +,- .
"
("，0

"
((，-

"
({ }$ &+./｛’"%’0，’ #%’0，’$%’0｝，于是满足

$"（%，%）& "%（%） %#（%，%）& #%（%） $$（%，%）& $%（%） （% !!）

$"（%，&）& "（%，&）, %
%#（%，&）& #（%，&）, %
$$（%，&）& $（%，&）,

{
%
（% !"!，& !（%，’））

综上所述，（$"，%#，$$）为方程组（"）#（$）的上解，且与 & 无关 !所以方程组（"）#（$）的解整体存在且有界 !

" 解的有限爆破
引理 " 如果方程组（"）#（$）的下解（"，#，$）在有限时间内爆破，则方程组（"）#（$）的解在有限时间内

爆破 !
证明类似于文献［!］的证明 !根据这个引理，研究解的有限爆破性，只需构造方程组（"）#（$）的一个具有

有爆破性的下解 !
命题 ! 由于（(" ’ )"）（(( ’ )(）（($ ’ )$）) *" *( *$，存在 ."，.(，.$ & %满足

（(" + )"）." 2 *".( （(( + )(）.( 2 *(.$ （($ + )$）.$ 2 *$ ."
受文献［1］的启发，令 34 *｛%!#5’% ) 6，6!#2｝，在 3"中取函数""（%）且满足条件

""（%）! 7(（3"）""（%）8 % ,-3"

""（%）, % 3-"3"

!""（%）&# 8 % 当""（%）# -"时

令"6（%）*""
%( )6 ，则"6（%）必满足条件

"6（%）：36 ( #/ "4（%）8 % ,-36
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!!（"）# ! "#!$!

!!!（"）""!$
当 " #｛" # $!!!（"）$ %%｝

!!!（"）"
& ’
!$
当 " #｛" # $!!!（"）( %%｝ & ’ # &#’!!%（"） （" # $%）

定理 $ 如果（)% ( *%）（)$ ( *$）（)) ( *)）* +% +$ +)，且区域#是厚的（也就是说区域#包含一个充分
大的球），那么方程组（%）+（)）的解在有限时间内爆破 ,
证明 在 $! 中构造方程组（%）+（)）的下解 ,

-（"，.）#（$. / 0）1%!!
%
)%（"）

2（"，.）#（$. / 0）1$!!
%
)$（"）

3（"，.）#（$. / 0）1)!!
%
))（"）

其中 0 为任意正的常数，则

!-)% #（$. / 0）1%)%!!!（"）

-. #$（$. / 0）1%&%!!
%
)%

-*% 2+% #（$. / 0）*%/ +%!!

*%
)%

/
+%
)$

当!!（"）$ %%时，!!!（"）""4 !$，则取充分小的$，满足 -.$!-)% , -*% 2+% ,
当!!（"）" %%时，!!!（"）" ( ’ 4 !$ ,
令 %$ - ./0

"#$!
!!（"）

取
’
! $

%
$ 1&# %%

*%
)%

,
+%
)$ 01$ +% (（)% ( *%）1{ }% ,取充分小的$，满足 -.$!-)% , -*% 2+% ,

同理可证

2. $!2)$ / 2*$ 3+$ 3. $!3)) / 3*) -+)

注意到 0 是任意正的常数，对于任意初值选取 0，使之满足

123 01% %$
%
)%，01$ %$

%
)$，01) %$

%
){ }) " 1&#｛%-!&%（"）%4

&%，% 2!&%（"）%4
&%，%3!

&%（"）%4
&%｝

所以

-（"，.）$ -!（"） 2（"，.）$ 2!（"） 3（"，.）$ 3!（"） （" # $!）

且显然满足

-（"，.）# -（"，.） 2（"，.）# 2（"，.） 3（"，.）# 3（"，.） （" #!$!，. #（!，5））
所以（-，2，3）是方程组（%）+（)）的下解 ,因此

-（"，.）" -（"，.） 2（"，.）" 2（"，.） 3（"，.）" 3（"，.）
因为!! 5 !，"#$!，所以存在 $’&&$!，%5 !使

-（"，.）"%.1% 2（"，.）"%.1$ 3（"，.）"%.1) （6）
为了证明解在 $’ 内有限爆破，让我们来看下面的方程：

&. # !& / !&%/ *（" # $’，. ( !）

&（"，!）# &!（"）" %（" # $’）

&（"，.）# %（" #!$’ . ( !）

* # 1&#｛+%1$ &（)% & *%）1% +$1) &（)$ & *$）1$ +)1% &（)) & *)）1)｝! # 1&#
%$ 6$)
（16)6）

&%

选取初值适当大，使得方程的解有限爆破 ,由式（6）知，存在 5%：! * 5% * 4使得 -（ "，.）"7，2（ "，.）"7，

3（"，.）"7 对所有的 "#$’，. 5 5%成立 ,其中 7" 123
%$ 6$)
｛&!

16｝,取

-%（"，.）# &1% 2%（"，.）# &1$ 3%（"，.）# &1)

下证当 "#$’，. 5 5%时，（-%，2%，3%）是方程组（%）+（)）的下解 ,

7%%第 %期 杨红卫，等 一类非线性扩散方程组解的整体存在和有限爆破问题



!!!"! # !! $! %! &! ! ’!"!!"!’!(!!! #!’! $!# ’" &!

!! ) * ’!!’!(!!) " "!’!!’!"!(!（!! # +!!# $）" "!’!!’!"!(!!! #!’!"!# $

由 $ 的取值，’!"! # $"’! $! # ’" &! , 所以 !! )"!!!"! # !! $! %! &! ,
同理可证

%! ) "!%!"" # %! $" -!
&" -! ) "!-!

"$ # -!
$$ !! &$

且

!!（.，)）" !（.，)） %!（.，)）" %（.，)） -!（.，)）" -（.，)） （. #$/0，) 1 2!）

!!（.，%）" !（.，%） %!（.，%）" %（.，%） -!（.，%）" -（.，%） （. # /0）

故当 .#/0，) & 2!时，（!!，%!，-!）是方程组（!）’（$）的下解 ,所以方程组（!）’（$）的解在 .#/0，) & 2!时是

有限爆破的，从而推知方程组（!）’（$）的解在有限时间内爆破 ,
推论 本文的主要结果不难推广到 3 个方程的方程组的情形 ,

参考文献：

［!］()*+, ( -，./*+, 0 12 -345678 49 :437;<4= 49 > ?3>:: 49 =4=3<=@>A 8>A>B43<? @C7>;<4=:［.］2 D>A>;<>3 E<99@A F7>;<4=:，!GG!，H（!）：$I—
I%2

［"］,*0*JK/L+LM M *，JNOEPNQLM 1 D，1*Q*O1J// * *2* 8>A>B43<? :R:;@S 49 C7>:<3<=@>A @C7>;<4=:"［.］2 E<99@A TC7>;<4=:，!GU$，
!G（!"）：!IIU—!IV!2

［$］,*0*JK/L+LM M *，JNOEPNQLM 1 D，1*Q*O1J// * *2 * 8>A>B43<? :R:;@S 49 C7>:<3<=@>A @C7>;<4=:#［.］2 E<99@A TC7>;<4=:，!GUI，
"!（G）：!%HW—!%W"2

［H］X*+, Q<=Y6Z<=2+4;@ 4= > C7>:<3<=@>A 8>A>B43<? :R:;@S［.］2 +4=@3<=@>A *=>3，!GGV，"G（V）：U!$—U"!2
［I］D*L [ M2 +4=3<=@>A 8>A>B43<? >=\ @33<8;<? @C7>;<4=:［Q］2 +@5 P4A] >=\ 04=\4=：D3@=7S DA@::，!GG"2
［W］.N0/L E O，+LTQ/ X2 -345678 ^:2 Y34B>3 @Z<:;@=?@ 94A > :@S<3<=@>A A@>?;<4=6\<997:<4= :R:;@S <= > B47=\@\ \4S><=［.］2 D>A;<>3

E<99@A@=;<>3 TC7>;<4=:，!GGI，"%（!!，!"）：!GG!—"%%H2

!"#$%" &’()*&+,& %+- .(+(*& $"#/012 #. )#"1*(#+) *# % ,"%))
#. +#+"(+&%3 -(..1)(#+ )4)*&5

678! 9#+:0/&(，;9<8 ;%(0)=&+:
（4500676 58 9:;63:6<，=5>’; ?3;% ,，@’3A;37 "!%%GU，4>;3’）

7$)*3%,*：* ?3>:: 49 A@>?;<4=6\<997:<4= :R:;@S 4B;><=@\ BR ?4783<=Y 49 =4=3<=@>A A@>?;<4= <;@S: 49 $ =4=3<=@>A \<997:<4=
@C7>;<4=: 5>: :;7\<@\2 K_@ Y34B>3 @Z<:;@=?@ >=\ 9<=<;@ B345678 ?4=\<;<4= 49 ;_@ :437;<4= ;4 ;_@ A@>?;<4=6\<997:<4= :R:;@S
5>: \<:?7::@\ 94A ;_@ _4S4Y@=@47: B47=\>AR ?4=\<;<4= BR ?4=:;A7?;<4= 49 :437;<4=: ;4 ;_@ =4=3<=@>A \<997:<4= @C7>;<4=: 2
K_@ A@:73;: ?>= B@ @Z;@=\@\ ;4 :<S<3>A :R:;@S: 49 3 @C7>;<4=: 2

>&4 /#3-)：=4=3<=@>A \<997:<4= :R:;@S；Y34B>3 @Z<:;@=?@；9<=<;@ B345678；_4S4Y@=@47: B47=\>AR

U!! 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 $$卷




