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摘要：将全区域离散的有限差分法引入弹性力学辛体系，建立了应力边界问题的平面直角坐标辛差

分格式，用对偶的二类变量进行求解，可直接求得位移和应力 (编程并计算了有关算例，结果表明辛
差分法是有效的，为弹性力学辛体系提供了一种新的数值方法 (
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在 ./01/203体系中，不管是解析法还是数值方法，都是在一类变量的范围之内求解，受体系本身的限制，
均有其局限性［&］(在辛体系中，解析法和数值方法都在二类变量的范围内求解，可同时求得位移和应力，而且
可利用分离变量法、本征函数展开法等理性方法进行解析求解，具有 ./01/203体系无法比拟的优点 (弹性力
学辛体系建立以来，在理论和方法上都有了重大发展，取得了丰硕的研究成果，尤其在解析法方面，不仅求得

了许多 ./01/203体系下已有的解答，也求得了一些新解［! 4 #］，但解析法只能在规则区域内求解，而且仍然相

当复杂，有时甚至难以进行 (文献［-］等发展了辛体系的半解析法，可以求解相当一类问题，但令人遗憾的是
同样受到区域形状的限制 (
为适应广泛的几何形状和边界条件，文献［%］基于 5366720318937::231变分原理，发展了辛体系下全区域离

散的有限元法，突破了解析法和半解析法对区域形状要求较高的限制，为辛体系有限元法应用于工程实际奠

定了基础 (有限差分法是一种经典的数值方法，无需引入形函数，可构造出高阶精度的差分格式 ( ./01/203体
系的位移差分法和应力函数差分法都有一定的局限性［&］，本文将全区域离散的有限差分法引入到辛体系，对

具有应力边界的平面问题进行了有关公式的推导，建立了直角坐标辛差分格式，并编程对算例进行计算，结

果令人满意，说明有限差分法在辛体系中也是有效的，为弹性力学辛体系提供了一种新的数值方法 (

! 差分格式的建立
辛体系下有限差分法思想与 ./01/203体系中差分法的思想基本相同，在区域内设置网格、结点后，取结

点的邻域作为积分区域（结点邻域的概念见文献［&］），用积分插值法建立结点的差分方程，从而形成整体差
分格式 (下面以各向同性平面应力问题为例，建立应力边界问题的平面直角坐标辛差分格式 (
! (! 内网结点的差分格式
辛体系中 5/;76<=2对偶方程组为
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在矩形区域上设置网格，设（ *，+）为内网结点，其 #个邻点为（ * > &，+），（ *，+ > &），（ * ? &，+），（ *，+ ? &），&
和 " 方向的步长分别取为 ,& 和 ,"，如图 &所示，取结点（ *，+）的邻域（图中阴影线部分）为积分区域 -，将式
（&）在区域 - 上积分，并利用 @1332公式，有
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图 ! 内网结点及其积分区域
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现考虑任一函数 +（$，’），由积分中点公式和差商公式，得

!!
""

+!$ $（+,，- %" .# ! +,，- !" .#）/$ $

"+
"( )’ ,，-

/[ ]’ /$ $
+,，- %" ! +,，- !"

#/’
/’/$ )

+,，- %" ! +,，- !"
# /$ （%）

而 !
""

+! ’ $
+,%" .#，- ! +,!" .#，-

# /’ $
+,%"，- ! +,!"，-

# /’ （&）

#
"

+!$! ’ $ +,，-/$/’ （’）

!
""

"+
"$! ’ $

"+
"( )$ ,%" .#，-

! "+
"( )$ ,!" .#，

[ ]
-
/’ $

+,%"，- ! +,，-
/$

!
+,，- ! +,!"，-

/( )
$

/’ )

（+,%"，- % +,!"，- ! #+,，-）
/’
/$

（(）

将式（%）)（(）代入式（#），并整理得差分方程：
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图 / 左边界结点及其积分区域
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式（*）即为内网结点的差分格式 0
! 0/ 左右边界结点的差分格式
对于边界上各结点，式（#）仍然成立，但不同的边界结点，其邻域不

同，因此仍需进行特别处理 0在左边界上，结点的积分区域如图 #所示，得
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将式（!）"（##）代入式（$），并由 !!"
!# %( )!"

$，%
&（"#）$，%整理得差分方程
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式（#$）即为左边界结点的差分格式 -对于右边界结点，可得到类似的差分格式，不再列出 -

图 ! 上边界结点及其积分区域
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3 -! 上下边界结点的差分格式
在上边界上，结点的积分区域如图 )所示，有
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将式（#)）"（#,）代入式（$），并整理得差分方程
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式（#-）即为上边界结点的差分格式 -对于下边界结点，可得到类似的差分格式，不再列出 -

图 4 左上角结点及其积分区域
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3 -4 角结点的差分格式
左上角结点的积分区域如图 ’所示，有
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将式（#!）"（$#）代入式（$），并由 !!"
!# %( )!"

$，%
&（"#）$，%整理得
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式（##）即为左上角结点的差分格式 -类似可得其余 %个角结点的差分格式 -
由各结点的差分方程组装可得整体列式，对整体列式进行求解即可得到具有应力边界条件的弹性力学

问题的数值解 -

! 算 例

为验证辛体系差分法的正确性，编程对算例进行了计算 -

图 " 杆件均匀受拉
#$%&" ’() *+,-./0.1 02
+3$42)5 0.3*$6. 62(1

例 7 如图&所示，杆件均匀受拉，杆件长 . ’ !(，高度 % ’ $)#(，两端荷
载集度为 / ’ !$$*+,，材料的弹性模量 * ’ #$$-+,，泊松比!’ $)#.，位移约束
为左端固定铰支座，右端可动铰支座，即 !（$，$）’ (（$，$）’ !（$，.）’ $ -
此例的弹性力学解析解为："& ’ !$$*+,，") ’ $，#&) ’ $，! ’ /!/) 0 *，( ’

/& 0 * -分别用 # 0 #网格（%& ’ $)&(，%) ’ $)!(）、" 0 "网格、1 0 1网格进行计
算，其应力和位移均与弹性力学解析解完全相同 -

图 8 简支梁受均布荷载
#$%&8 9$5:6;<*+::2)0.1 ,.(5

*+,-./0.1 02 +3$42)56; 1$*0)$,+0.1 62(1

例 ! 简支梁受均布荷载 / ’ !$$ 23 4 (#，跨度 . ’ !1 (，高度 % ’ % (，
如图 .所示 -材料的弹性模量 * ’ #$-+,，泊松比!’ $)!.5，梁厚 !( -作为
平面应力问题 -
文献［. 6 1］中曾用传统有限元法和辛体系有限元法进行了计算，为

了便于比较，这里用 #" 0 .网格（%& ’ $)5& (，%) ’ $)& (，网格划分与文献
［5］相同）和 #" 0 #"网格（%& ’ $)5&(，%) ’ $)!#&(）分别进行计算 -应力和
位移的计算结果分别列于表 !和表 #中 -从表中计算结果可看出，采用 #"
0 .网格计算时应力误差较大，而采用 #" 0 #"网格计算时应力和位移均接近于解析解 -

表 ! 例 !中间层（ ! = >）的位移 "
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表 7 例 !中 # = >截面上的!#

?(,6. 7 !# 23 *./0$23 # = >

结点的

) 0(
解析解

"& 0*+,

8,9:,;9<体系有限元法
（矩形双线性单元）

"& 0*+,

辛体系有限元法

"& 0*+,

本文方法"& 0*+,

#" 0 .网格 #" 0 #"网格
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图 @ 简支梁受集中荷载
#$%&@ 9$5:6;<*+::2)0.1 ,.(5 *+,-./0.1 02 /23/.30)(0.1 62(1

例 A 简支梁在中点受集中荷载 1 ’ # 23，跨度
. ’ #(，高度 % ’ $)#&(，如图 5所示 -材料的弹性模量
* ’ #$$-+,，泊松比!’ $)#. -作为平面应力问题 -
用 "$ 0 #$网格（%& ’ &$((，%) ’ !#)& ((）进行计

算，集中力看成作用点邻近区间（ / %& 0 #!&!%& 0 #）内
的均布荷载 - & ’ $截面上应力和中间层（ ) ’ $）位移的
计算结果分别列于表 %和表 " -表中 8,9:,;9<体系有限元法的网格划分与本文方法相同 -
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表 ! 例 "中中间层（ ! # $）的位移 "
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表 " 例 "中 # # $截面上的!#
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结点的
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本文方法（() * +)网格）
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-)) , 4(.0 , 45.)
/) , 11.5 , 16.5
) -./ ).5

, /) 16./ 14.4
, -)) 41.1 46.1
, -+/ 01.+ 04.+

从表中结果看，! 7 )!截面上各结点的应力值!! 和中间层的位移值 # 均与 "#$%#&$’体系有限元法的计
算结果接近，说明集中荷载用局部的均布荷载替代后方法也有效 %

" 结 语

辛体系中的有限差分法用对偶的二类变量进行求解，能较好地处理复杂的边界条件，可直接求得位移和

应力 %本文对弹性力学辛差分法进行了初步探讨，建立了弹性力学应力边界问题的直角坐标辛差分格式，从
理论推演和算例结果看，有限差分法引入辛体系是可行的，为辛体系的数值解法提供了一种新的方法，对于

具有位移边界条件的情形（将另文给出）也有参考价值 %
虽然推导是在各向同性平面应力问题上进行的，但不难推广到其他情况 %本文只讨论了规则区域的情

形，相信随着研究的深入，非矩形区域的差分格式将被建立，从而为解决复杂工程问题提供一种新途径 %
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/5-第 +期 朱炳麒，等 弹性力学应力边界问题的辛差分格式




