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伪随机数随机性的一种新检验
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摘要：伪随机数通过的随机性检验越多，说明其随机性越好 /利用生产的随机数精度固定这一特点，
根据小数点后面 ! 个数字之和，提出了尾数和的概念，并给出了求尾数和分布频数的算法 /根据尾
数和分布概率提出了一种检验伪随机数的新方法 /当尾数较长时，尾数和的分布服从渐近正态分
布 /求出其期望和方差，并给出了求尾数和分布概率的近似估计公式 /
关键词：随机数；尾数和；!

!检验
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234536把用数学方法产生的随机数定名为“伪随机数”/数学方法产生的伪随机数是通过迭代过程得到
的，只要它们通过了一系列的统计检验，那么就可以当作“真正”的随机数来使用［’］/伪随机数序列的随机性
常常需要采用多种不同的检验方法来检验，通过的检验愈多，愈能说明所产生的伪随机数与真正随机数的性

质和规律不矛盾［’ 7 )］/
随机性检验常用的组合规律性检验是将所得伪随机数按某种方式组合，并在虚假设 ""（若各伪随机数

独立地来自均匀分布，各类组合的出现有一定的概率）成立的条件下，比较各类组合的观测频数与理论频数

之差是否显著的一种检验方法［’］/所以，如果找到了随机数的一种新的组合方式，也就找到了一种新的组合
规律性检验 /
本文在深入分析［"，’］上均匀分布的随机抽样所应具有的各种性质和规律之后，给出了随机数尾数和的

概念，提出了组合规律性检验的一种新方法———尾数和分布检验法 /尾数和分布检验法利用产生的伪随机数
尾数和的分布规律来检验伪随机数的组合规律性和均匀性 /

! 尾 数 和

! /! 定义
设 #（"，’）上所产生的随机数小数点后面有 ! 位，则小数点后面 ! 个数字之和称为这个随机数的尾数

和 $这里 ! 记为尾数长度 $
理论上讲，#（"，’）产生的随机数可以有无数个，但计算机产生的随机数有一定精度，当精度给定时，尾

数长度是确定的 $当尾数长度给定时，产生的随机数总数实际上是有限的，并且这些有限的总数根据尾数和
的大小可以进行重新组合分类 $
! $" 性质
在取尾数长度为 ! 的情况下，由 #（"，’）产生的随机数其尾数和的取值范围为 "到（( 8 !）的整数 $
性质的证明显然 $这里需要注意的是：产生的随机数可能为 ’，因为均匀分布是连续分布，%（& 9 ’）9 "，

把 & 9 ’规定为尾数和为 "的情况，则在取尾数长度为 ! 时，随机数的总体个数为 ’"! 个 $
根据上面的性质对产生的随机数进行了一次划分，只要能求出每个尾数和的理论频数就可以进行随机

性检验，检验方法一般采用!
!检验 $
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! !!检验［"，#］

设将产生的 ! 个伪随机数按尾数和的大小分为 " 组，#$（ $ ! "，#，⋯，"）表示第 $ 组的观测频数 %虚假设

&$是观测结果落在第 $ 组的概率 ’$ !
"

$ ( "
’$ (( )" ，记 )$ ! !’$ 为第 $ 组的理论频数 %检验虚假设 &$ 的目的

在于比较观测频数 #$ 与理论频数)$ 的差异是否显著 %
$% 统计量的选取：

* ( !
"

$ ( "

（#$ + )$）
#

)$
( !

"

$ ( "

（#$ + !’$）#
!’$

&% 在虚假设 &$为真的假定下，* 近似服从!
#（ " % "），根据显著性水平"查!

# 表，当 *"!
#
"（ " % "）时，

虚假设 &$不成立 %

’ 不同尾数和理论频数的算法
表 " 尾数长度 ! ( )时尾数和分布情况

*$&+, " -./01.&20.34 35 06, /27
35 7$40.//$ 531 !

### ###

( )

## ##, ) , ) , )

## ##$ " "& ’()* ’# ##$*

## ##" * "( +’’* ’’ "(+*

## ### "* ", +,+$ ’+ "’+$

## ##’ ’* ") *#,$ ’* ))&

## ##+ ($ #$ *&’" ’& ("*

## ##* "#& #" *,(* ’( +)*

## ##& #"$ ## &$$$ ’, ’’$

## ##( ’’$ #’ &$$$ ’) #"$

## ##, +)* #+ *,(* +$ "#&

## ##) ("* #* *&’" +" ($

## ##"$ ))& #& *#,$ +# ’*

## ##"" "’+$ #( +,+$ +’ "*

## ##"# "(+* #, +’’* ++ *

## ##"’ ##$* #) ’()* +* "

## ##"+ #("$ ’$ ’#+&
"* ’#+& ’" #("$

注：,代表“尾数和”；)代表“尾数和为 ,时的

理论频数”%

设尾数长度为 #，当尾数和值（令为 ,）较小，如 , ! $时，对
应的理论频数 )$ ! "，, ! "，)" ! #，理论频数 )$ 比较好求 %但

随着尾数和的逐渐增大，, ( !
#

$ ( "
-$ 的组合越来越多（ -$ 属于 $

到 )的整数，表示小数点后的第 $ 位数），即使能给出公式（比如
组合论中的反演公式），公式也极其复杂而没有实际应用价值 %
由前面的性质可知，给定尾数长度 # 时，随机数可以看作为总
体个数为 "$# 的点（每个点代表 " 个长度为 " . "$# 的区间），由

均匀分布的性质，可知产生这 "$# 个数是可能的，由此完全可以

使用计算机利用穷举法表示出随机数的所有情况，并根据尾数

和的大小进行分类，从而统计出每个尾数和的理论频数 %
程序简单描述如下：用 # 个 -./循环来模拟尾数，每个循环

变量 ,［ $］代表尾数的第 $ 个数字（ $ ! "，#，⋯ #），,［ $］取值为 $

到 )的整数，求出 ) ( !
#

$ ( "
,［ $］，根据 ) 的大小进行分类（)

的取值范围为 $到 ) 0 # 的整数），求出每个分类的个数，即理论
频数 %尾数长度 # ! *时尾数和理论频数计算结果见表 " %
有了表 "，对于产生的尾数长度为 *的伪随机数，只要利用

计算机编程（与求理论频数类似）求出尾数和相应的观测频数，然后利用!
# 检验，就可以检验伪随机数的随

机性 %
这里需要注意，!

# 检验通常要求把频数比较小的组并成一个频数较大的组，如尾数和为 $，"，#，’，+，*
的可以合并为一组，尾数和为 +$，+"，+#，+’，++，+*的可以合成一个组 %
由上可见，“尾数和法”检验伪随机数的随机性步骤为：

$% 对产生的伪随机数确定其尾数长度 1；
&% 用计算机统计出各个尾数和的观测频数；
8% 查表（或通过计算机计算）找出尾数长度为 1的各个尾数和的理论频数；
9% 根据尾数和和理论频数的大小对伪随机数进行分组，求出统计量 2，设定一个显著性水平!，进行"

#

检验［"，#］3

# 尾数和的分布规律和 ! 较大时尾数和理论频数的近似估计
求尾数和的理论频数表虽然程序简单，但随着 # 值的提高，随机数的个数随 # 成指数级（"$#）增加，#

较大时，计算量是惊人的，当没有像表 "那样的数据表时，对于尾数长度较大的随机数，利用尾数和的分布规
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律可以得到近似的理论频数（理论频数 !分布概率 " #$!，下文为数据处理的方便，用分布概率来代替理论频

数）"为了研究其规律，作表 #中 # 和$ % #$!（即分布概率）的散点图 "

图 ! 概率与尾数和的关系
"#$%! &’()*)#+#,- .#/,’#)0,#(1

(2 ,34 /05 (2 5*1,#//*

经分析与比较，散点图的连线是一个近似的正态分布 "可用曲线

&（’）( #
%!!!

(&’( )（’ )"）
%

%!
)% （#）

来拟合图 #，"和!
%为参数，参数大小由 ! 决定 "利用非线性最小二乘

法求参数估计，得 *" ! %%)*，!%+ ! ,-),.# #，其中 &（ #）的值与对应的 +
（#）值（+（ #）表示尾数和为 # 时的理论概率）的最大绝对误差小于
$)$$#，显然拟合效果非常好 "
为了对比，求出表 #中 # 的期望值和理论方差 "由表 #，易得

,（#）( %%)* ( ,)* - *
.（#）( ,#)%* ( /)%* - *

期望值相等，理论方差不等但差不多 "为了寻找规律，表 %列出了 ! ! %，
-，,，*，0，1，/，.时尾数和分布的理论期望值、理论方差及在模型（#）拟合相应各 ! 下尾数和分布概率时参数

"和!
%的估计值 "

表 6 部分 !值下尾数和分布参数的理论值与拟合值
7*)+4 6 8(54 ,34(’4,#9*+:;*+04 *1. 2#,,#1$:;*+04 (2 ,34

.#/,’#)0,#(1 <*’*54,4’/ (2 ,34 /05 (2 5*1,#//* 2(’ .#224’41, ;*+04/ (2 !

! 最大尾数和 期望值 理论方差 "的估计值
（拟合期望）

!%的估计值

（拟合方差）

% #/ .)$ #0)*$ .)$ #.),$-#.,%-
- %1 #-)* %,)1* #-)* %1)#0$$--%-
, -0 #/)$ --)$$ #/)$ -*)%/*-,$*,
* ,* %%)* ,#)%* %%)* ,-),.#$.%%$
0 *, %1)$ ,.)*$ %1)$ *#)1#0-.$0*
1 0- -#)* *1)1* -#)* *.).,.*/%0,
/ 1% -0)$ 00)$$ -0)$ 0/)#/1#.#,.
. /# ,$)* 1,)%* ,$)* 10),%10*%#.

显然 期望值 !拟合期望值 ! ! " ,)* （%）
作“! 值与理论方差”和“! 值与拟合方差（!%的估计）”的散点图，见图 % "

图 6 方差和 !的关系
"#$%6 =4+*,#(1 (2 ! *1. ;*’#*194

图 %（2）是一个完全的线性关系 "其方程为
理论方差 ( /)%* - ! （-）

图 %（3）虽然看上去像一条直线，却不是一个完全的线性关系，而是近似的线性关系 "其回归方程为
拟合方差 ( %)1* / /)#1 - ! / 0 （,）

式中 0 为残差 "
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注意到拟合方差和理论方差的绝对距离越来越小，对表 !进行处理，见表 " !
表 ! 理论方差、拟合方差与 !的关系

"#$%& ! ’&%#()*+ $&(,&&+ ! #+- .#/)#+0&1 *2 (3&*/&()0#%4.#%5& #+- 2)(()+64.#%5&

" 理论方差
拟合方差

（记为 #列）
理论方差一阶差分

（记为 $列）
拟合方差一阶差分

（记为 %列）
拟合方差 #理论方差
（记为 &列）

! $%&’( $)&*("$)*!" !&)("$)*
" !*&+’ !+&$%((""!" ,&!’ +&+’%,") !&*$((""
* ""&(( "’&!,’"*(’* ,&!’ ,&$!’"(+ !&!,’"*$
’ *$&!’ *"&*)$()!!( ,&!’ ,&!(’+’! !&!*$()!
% *)&’( ’$&+$%")(%’ ,&!’ ,&!!’!), !&!$%")$
+ ’+&+’ ’)&)*)’,!%* ,&!’ ,&!""$)! !&$))’,"
, %%&(( %,&$,+$)$*) ,&!’ ,&!"+%() !&$,+$)$
) +*&!’ +%&*!+%’!$) ,&!’ ,&!*(*%$ !&$++%’!

" 列和 % 列、" 列与& 列的散点图见图 "、图 * !

图 ! !和 "的关系
7)68! ’&%#()*+ *2 ! #+- "

图 9 !和#的关系
7)689 ’&%#()*+ *2 ! #+- #

图 "显示，随着 " 值的不断增大，拟合方差的变化（即 % 值）趋于稳定，在 ,&!*左右 !图 *显示，随着 " 值
的不断增大，拟合方差 #理论方差的值（即 & 值）趋于稳定，在 !&$+左右 !
记 #（ ’）表示 " - ’ 时 # 列（拟合方差）的值 ! %（ ’）和 &（ ’）意思类似，而由于 #（ ’）- ,&!’ ’ . &（ ’），所以

#（ ’）( #（ ’ ( $）) %（ ’）) ,&!’ * &（ ’）( &（ ’ ( $）
&值随 ’ 趋于常数，’ !

!
/

,&!’ （’）
由式（’）可以得到拟合方差 + 的近似公式

#（ ’）) #（ ’ ( $）* %（ ’）) ,&!’（ ’ ( $）* &（ ’ ( $）* %（ ’） （%）
其中 " 较大时（如大于 $(），%（ ’）可用 ,&!*来代替，&（ ’）可用 !&$+来代替 !
由于 " - )时，#（)）0 ,&!*，在 #（ ’ # $）已知的情况下，#（ ’）近似估计的误差小于 (&($；当 #（ ’ # $）未知，

&（ ’）虽然极限不能准确地求出，但根据 &（ ’）的变化趋势，可知极限在 !&$%与 !&$*之间 !当 &（ ’）用 !&$+代
替时，由式（%）可以推断出 #（ ’）近似估计的误差应该小于 (&(" !

由上可见，由式（%）可以得到!!1 ，利用式（!）求得拟合期望 ,"，再利用模型（$）可以求出尾数长度较大时各
个尾数和值的近似分布概率，然后再把概率转化成频数

理论频数 ) 分布概率 - $(" ) .（/）- $("

就可以进行#
!检验 !这里需要注意的是：用模型（$）对概率进行估计误差虽然较小，但由于个别尾数和概率

（或理论频数）相对很小且尾数和的取值比较多，检验时可以根据需要把不同大小的尾数和合并，合并后各个

组合的概率最好大于 (&(’ !

: 结 语

本文为检验随机数的随机性提供了一种新的方法，并利用该方法对大量随机数［’，%］进行了检验 !检验结
果显示，尾数和法与均匀性检验、累积频率检验、分拆检验结果一致 !而由于尾数和法利用的是一种新的组合
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规律性，对于肯定伪随机数的“随机性”又提供了一道“保证”!
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《河海大学学报（自然科学版）》征订启事

《河海大学学报（自然科学版）》是以水资源开发、利用与保护为重点的综合性学术期

刊，主要刊登本校在水资源、水文、地质、测量、水利工程、水电工程、水运工程、海洋及海岸

工程、水工结构、工程力学、水力学及河流动力学、岩土工程、计算机科学、电力工程、电子

技术及自动化工程、工业与民用建筑、管理工程、水利经济、环境工程、机械工程等学科方

面的科研成果、学术论文、学术讨论、研究动态等学术性文章，可供上述有关专业的科技工

作者及大专院校师生阅读和参考 "
本刊创办于 !$&*年，是我国中文核心期刊，在国内工程技术界和学术界有较大影响 "

刊载的文章中，有不少国家科技攻关（重点）项目和各种科学基金资助项目的研究成果，部

分达到了国内领先和国际先进水平，为我国水利、水电、水运工程及其他有关工程建设的
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