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摘要 :讨论寿命服从单参数 GAMMA分布单元平均寿命的极大似然估计和一致最小方差无偏估计 ;

应用 BASU定理求出了单元可靠度及串联系统可靠度的一致最小方差无偏估计.
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文献[1 ]已经研究了基于元件和系统两者的完全样本的对数正态型元件串联系统可靠性的估计 ,文献[2 ]

也对双参数指数分布的可靠性评估进行了研究 ,但单参数 GAMMA分布的可靠性估计至今少见有关结论.

1　单 元 情 况

设单元的寿命 X～Γ( x ;α,λ) , X1 , X2 , ⋯, Xn为取自总体 X的一个样本 ,其中α已知.

f ( x ;α,λ) =
λα

Γ(α) x
α- 1e -λx 　　x ≥0 ,α > 0 ,λ > 0 ,θ =

1
λ > 0 (1)

E( X) =
α
λ =αθ

D ( x) =
α
λ2 =αθ2 (2)

　　当α= 1时 ,即为指数分布.其联合分布为

f ( x1 , x2 , ⋯, xn ;α,λ) = ∏
n

i = 1

λα

Γ(α) x i
α- 1e -λx

i =
λnα

[Γ(α) ] n ∏
n

i =1
x i

α- 1
e -λ∑

n

i =1
x

i (3)

属于指数族分布.

令 T = ∑
n

i =1
Xi , 则有

T～Γ( t ; nα,λ) (4)

E( T) = nα/λ = nαθ (5)

可知θ的极大似然估计及其极大似然估计期望为

θ̂MLE =
T

nα
(6)

E(θ̂MLE) =θ (7)

即θ̂MLE为θ的无偏估计.

　　令 g ( T) =
T

nα
(8)

由前知 , g ( T)为θ的无偏估计 ,则αg ( T)为αθ的无偏估计.又因为 T为完备充分统计量 ,且 g ( T)为 T的函

数 ,故αg ( T)必为αθ的一致最小方差无偏估计.

引理 1　X1 , X2 , ⋯, Xn iid X1～Γ( x1 ;α,λ) , T = ∑
n

i = 1
Xi , 则 P ( X1 ≤ξ)的一致最小方差无偏估计为

Iξ
T

(α, ( n - 1)α) .
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证明　取

�P = I{ X
1
≤ξ} (9)

其中 I{ X
1
≤ξ}为示性函数.

可知 T = ∑
n

i = 1
Xi～Γ( t ; nα,λ) 且为完备充分统计量①

则 E{ �P} = E{ I{ X1≤ξ}
} = P( X1 ≤ξ) (10)

即 �P = I{ X1≤ξ}
为 P( X1≤ξ)的无偏估计.

　　①韦博成.统计推断讲义.东南大学 ,2003.

令 P̂ ( T) = E[ �P T ] ,可推知

P̂ ( T) = E[ �P T ] = E{ I{ X
1
≤ξ} T} = P{ X1 ≤ξ T} (11)

P{ X1 ≤ξ T = t} =
1 ,ξ > t

P̂ ( t) ,ξ≤ t
(12)

当ξ≤t 时 ,由前知 T为完备充分统计量.而 X1/ T =λX1/λT ,显然与λ无关 ,因此 , X1/ T为辅助统计量.

X1

T
=

X1

X1 + X′　　
(其中 X′= ∑

n

i =2
Xi) (13)

显然 λX1～Γ( x ;α,1) 　　　λT～Γ( v ; nα,1) (14)

则 X′～Γ( x′; ( n - 1)α,λ) (15)

因此 , Y =
X1

T
～B E( y ;α, ( n - 1)α)与λ无关.由BASU定理[3 ]知

X1

T
与 T独立.

P̂ ( t) = P
X1

T
≤
ξ
t

T = t = P
X1

T
≤
ξ
t

(16)

即 P̂ ( t) = Iξ
t

(α, ( n - 1)α) (17)

其中 Iξ
t

(α, ( n - 1)α) =
1

β(α, ( n - 1)α)∫
ξ
t

0
y
α- 1 (1 - y) ( n - 1)α- 1d y (18)

β(α, ( n - 1)α) =
Γ(α)Γ( ( n - 1)α)
Γ( nα)

　　定理 1 　X1 , X2 , ⋯, Xn iid X1～Γ( x1 ;α,λ) , T = ∑
n

i =1
Xi ,则 (a) I{ X1 >ξ}是 R (ξ)的无偏估计 ; ( b) E

{ I{ X
1

>ξ} T}为 R (ξ)的一致最小方差无偏估计.其中 E{ I{ X
1

>ξ} T} = I1 -
ξ
T

( ( n - 1)α,α) .

证明　(a)显然易证. (b)由引理 1及 I1 -
ξ
T

( ( n - 1)α,α) = 1 - Iξ
T

(α, ( n - 1)α)易证.

2　串联系统情况

若有 m个单元相互独立的串联系统 ,其元件寿命服从 Xj～Γ( xj ;αj ,λj) ,且其样本容量为 mj ,该完全样

本为 : Xj1 , Xj2 , ⋯, Xjm
j
, j = 1 ,2 , ⋯, m .易知 T = ( T1 , T2 , ⋯, Tm)为完备充分统计量 , 其中 Ti = 6

m
j

j = 1
Xij .

定理 2　条件同上 ,则串联系统可靠度 R (ξ)的一致最小方差无偏估计为

∏
m

j = 1
I1 -
ξ
T

j

( ( mj - 1)αj ,αj)

　　证明　因 ∏
m

j = 1
I1 -
ξ
T

j

( ( mj - 1)αj ,αj) 为 T = ( T1 , T2 , ⋯, Tm) 的函数 ,且

R (ξ) = P(min ( X1 , ⋯, Xm) >ξ) = P( X1 >ξ, ⋯, Xm >ξ) =

P( X1 >ξ) ⋯P( Xm >ξ) (19)

又因 E{ I{ x
j
>ξ} T} = I1 -

ξ
T

j

( ( mj - 1)αj ,αj)为 Rj (ξ)的一致最小方差无偏估计 ,而

553第 3期 石春华 ,等　GAMMA型单元及串联系统可靠性的 UMVUE



E{ I{ min ( X
1

, ⋯, X
m

) >ξ} T} = E{ I{ X
1

>ξ} , ⋯, I{ X
m

>ξ} T} =

E{ I{ X
1

>ξ} T} , ⋯, E{ I{ X
m

>ξ} T} =

E{ I{ X
1

>ξ} T1} , ⋯, E{ I{ X
m

>ξ} Tm} (20)

故 E{ I{ min ( X1 , ⋯, X
m

) >ξ} T} = ∏
m

j = 1
I1 -
ξ
T

j

( ( mj - 1)αj ,αj) 为 R (ξ) 的一致最小方差无偏估计.

3　结　　语

GAMMA型单元可靠度的置信下限易于求得.文献[4 ]已对有替换定时指数串联系统可靠度的常用的经

典评定方法作了比较 ,且提出了加权平均和修正加权平均评价方法 ;文献 [5 ]则利用参数的最佳线性无偏估

计量及最佳线性不变估计量估计出具有位置参数、尺度参数部件的可靠度近似置信下限 ,得出了精确置信下

限优于近似置信下限的结论. GAMMA型串联系统可靠度的近似置信下限有待进一步研究.
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UMVUE of reliability for one2unit and series system on GAMMA distribution

SHI Chun2hua , YIN Fan2cheng
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Abstract :The maximum likelihood estimate and uniformly minimal variance unbiased estimate (UMVUE) of MTTF were

made on the one2unit system whose lifetime was assumed to be on GAMMA distribution. The BASU theorem was used to

derive (UMVUE) of the reliability of one2unit and series system.
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