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桁架结构分析的拓扑变化法
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摘要：通过对基内力和广义约束矩阵的定义，提出了一套新的桁架结构内力分析方法 (利用拓扑变
化的方法和桁架结构的受力特性，在生成结构的同时也形成了进行结构分析所需要的全部信息，进

而可以方便地完成各种工况下的结构计算 (该方法无需建立联立方程组，而且简单易行，便于程
序化 (
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荣廷玉等［% . #］将有限元的概念进一步引申，提出了基元等系列概念及弹性结构的拓扑变化定理，并由此

进行结构的内力分析等，从而完全避免了有限元中耗时较多的求解方程的计算过程，尤其在有结构截面、形

状和拓扑变动的计算中（如优化设计），更能显示出其优越性 (本文采用了其中拓扑变化的思想，同时结合桁
架受力特性和柔度法进行桁架结构的内力分析，也避免了方程的组建和求解过程，其概念更清晰，方法更简

便 (该方法的思路是，从最简单的不共线两杆结构开始，通过连续添加杆件形成所需的结构形式，同时也形成
计算杆件内力的所需信息，即广义约束矩阵 (计算过程中的每一步都是对已有计算信息的充分利用，并以矩
阵形式表示，便于计算机程序化的实现和应用 (

! 基内力和广义约束矩阵的定义
桁架结构在每个结点自由度方向作用单位荷载时，引起的各杆内力称为基内力 !以 " 表示杆单元数、#

表示结点数，则基内力可用矩阵表示为
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!! 称为广义约束矩阵［-］!其中任一元素%’
!，(表示沿第 ( 结点 ’ 方向作用单位荷载时所引起的第!杆元的内

力 !!/ %，⋯，"；( / %，⋯，#；’ / %，!分别表示沿结点自由度方向，这里为水平和竖直两个方向 !
形成结构的广义约束矩阵后，由其定义可知，利用简单的矩阵相乘便可方便地求出结构在各种工况下的

内力大小 !

图 " 系元示意图
#$%&" ’$( ()(*(+,

图 ! 肢元示意图
#$%&! -$*. ()(*(+,

" 广义约束矩阵的形成
广义约束矩阵的形成采用拓扑变化法 !由基础

开始，逐个增加杆件或结点，直至生成所需要的结构

为止 !在添加杆件或结点时，主要有如下两种方式 !
/& 肢元生成法 ! 由基础或已有结构上的两结

点伸出!和"两杆元，形成一个新结点，且三结点不
共线，则!和"两杆元称为肢元，如图 %所示 !

.& 系元生成法 !在结构两个原有结点间增设的一新杆元!称为系元，如图 !所示 !
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这两种方式多次重复使用，可生成具有任意形式的桁架结构 !在增加肢元和系元的过程中，也将生成各
杆元的基内力 !当全部杆件添加完毕时，各杆元的全部基内力也都已求得，即广义约束矩阵形成 !
! !" 肢元生成法
每一对肢元生成时，将引起肢元自身的基内力，同时会对其他杆元的基内力产生影响 !

!"#"# 肢元的基内力
由基内力的定义及桁架结构的受力特性可知，新生成肢元的基内力矩阵中除了在新生成的结点（ " $ #）

处有值外，其余各项均为零 !即
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由图 &和图 ’可知，肢元在结点（ " $ #）处的基内力为
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式中：#———!杆和!$ #杆之间的夹角，%) -#- #.%)；"———!$ #杆与水平坐标轴的夹角，以!$ #杆逆时针
转至水平轴为正 !

图 # 新生结点受单位竖向荷载
$%&’# ()%* +,-*%./0 01/2%)& /* ),3 )12,

图 4 新生结点受单位水平荷载
$%&’4 ()%* 51-%61)*/0 01/2%)& /* ),3 )12,

!"#"! 新生肢元对原有杆元基内力的影响
当肢元生成时，对于已存在杆件的基内力除了在新增结点处有新增分量外，其余原有各项保持不变 !而

新增分量值可通过已存在的（!/ #）个杆的基内力及新生成杆的基内力利用矩阵相乘求得，展开后每一元素
表达为
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其中：$1 #，⋯，!/ #；$ 1 #，!；#和"如图 &、图 ’所示 !
当肢元直接在基础上生成时，则已存在杆在新增结点处的基内力为零，且原有基内力保持不变；当肢元

一个结点位于基础上的不动点，另一个结点位于结构上的可动点时，则式（0）中的##
$，" / #和#!

$，" / #等于零 !
! !! 系元生成法

图 7 求解系元内力示意图
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!"!"# 系元的基内力
当增加系元!后，则新体系为原有体系的一次超静定结构 !根据柔度法［2］的思路，解除!杆约束，代以

其内力 *!，利用已求出的各杆元的基内力及柔度法方程，可分别求
出在各单位荷载作用下的 *!值，具体可表示为 *$

!，%（ $ 1 #，!；% 1 #，
⋯，"），即为!杆元的基内力 !
当 *!为单位力（即*! 1 #，如图 0所示）时，在（!/ #）个杆元内产

生的内力阵

!+ &!!（!(#）,! "!! " ,# （2）
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"&"&" 新生系元对原有杆元基内力的影响
当系元增加后，可采用叠加方法对原有的（"’ !）个杆的基内力进行修正，即

"!（""!）+" - !"!（""!）+" - ("!（""!）+" -" （!(）

" !

( ( ⋯ ( (

,!
"，!)*+% ,"

"，!)*+% ⋯ ,!
"，-)*+% ,"

"，-)*+%
,!
"，!+,-% ,"

"，!+,-% ⋯ ,!
"，-+,-% ,"

"，-+,-%
" ,!

"，!)*+% " ,"
"，!)*+% ⋯ " ,!

"，-)*+% " ,"
"，-)*+%

" ,!
"，!+,-% " ,"

"，!+,-% ⋯ " ,!
"，-+,-% " ,"

"，-+,-



















% " - +" -

! 广义约束矩阵的程序化
广义约束矩阵"! 的形成是一个动态过程 .
"# 首先在基础上增加肢元 .利用式（.），（/）形成"! 为 " 0 "阶矩阵 .
$# 多次增加肢元或系元，每增加一对肢元，就在矩阵"! 中增加两行两列，分别由式（"）1（/）形成各元

素，同时由式（2）修改矩阵中原有各项值；每增加一个系元，则利用式（3）1（%）在"! 中增加一行元素，并利用
式（!(）对已有元素进行修正 .

%# 当全部杆件增加完时，"! 矩阵就形成了 .

& 算 例

用本文提出的方法对图 3（4）桁架结构（&’ 为常量）进行内力分析 .工况 !："5 %(/，)! 5 267；#5 (/，)" 5
!2 67 .工况 "："5 !"(/，)! 5 !( 67；#5 .(/，)" 5 "( 67 .

图 ’ 桁架结构拓扑生成示意图
()*#’ +,-,.,*)%". /010.,-2034 ,5 46788 8467%47608

结构的拓扑生成过程如图 3（8），（)），（9）所示，形成的广义约束矩阵为
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利用 ! 5"!# 求出的两种工况下的各杆内力为
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! 结 语

"# 形成!! 后，利用 ! .!!" 可方便地实现各工况下桁架体系的内力计算 #同时，利用虚功原理，经过简
单的矩阵运算，也可方便地求出位移等其他量值 #该方法的思路可直接推广应用于空间桁架结构 #

$# 本文采用的方法不涉及劲度矩阵的组建及代数方程组的求解过程，且概念清晰，方法简便，操作规
范，便于程序化 #

%# 当考虑进行优化设计时，修改!! 即可实现结构变化后的重分析，从而避免了方程的不断重组和求解，
可大大减少计算量 #

&# 由内力位移互等定理可知，本文所定义的广义约束矩阵就是文［!］中定义的基本位移矩阵，因此文
［!］适用于基本位移矩阵的定理和公式也适用于本文的广义约束矩阵 #

参考文献：

［!］荣廷玉 / 弹性结构拓扑变化的一般定理和拓扑变化法［0］/ 固体力学学报，!(%$，!（!）：’(—1’/
［’］23+4 )56789:/ );<=>9 ?6@ A<B;=@ =C DB>:EB:>?F G?>5?B5=6D =C C565B< <F<A<6B D9DB<AD［0］/ HIHH 0=:>6?F，!((1，,’（(）：!(!!—!(!(/
［,］刘蓉华 / 拱型结构分析的拓扑变化法［0］/ 西安交通大学学报，!((1，’(（1）：$$-—$&,/
［1］刘亮，翟宇毅 / 桁架结构重分析的一种新方法［0］/ 计算力学学报，!((%，!$（’）：!1(—!$,/
［$］姜冬菊，张子明，王德信 / 计算温度应力的广义约束矩阵法［0］/ 河海大学学报（自然科学版），’##,，,!（!）：’(—,’/
［&］李廉锟 / 结构力学［J］/ 北京：高等教育出版社，!(-(/ !,!—!,-/

’()(*(+,%"* -".,"/,(0 1(. /.233 3/.2%/2.4 "0"*53,3

6789: ;(0+<=2，>?89: >,<@,0+
（$%&&’(’ %) $*+*& ,-(*-’’.*-(，/%01* 2-*+’.3*45，61-7*-( ’!##(%，$0*-1）

8$3/."%/：K?D<@ =6 B;< E=6E<LB =C M?D5E 56B<>6?F C=>E< ?6@ 7<6<>?F5N<@ E=6DB>?56B A?B>5O，? 6<P A<B;=@ P?D L>=L=D<@ C=>
E?FE:F?B5=6 =C B;< 56B<>6?F C=>E< =C B>:DD DB>:EB:><D / K9 :D< =C B=L=F=75E?F G?>5?B5=6 ?6@ ><DL=6D<D =C B>:DD<D，?FF B;<
56C=>A?B5=6 6<<@<@ C=> DB>:EB:>< ?6?F9D5D P?D =MB?56<@ ?B B;< D?A< B5A< =C 7<6<>?B5=6 =C B;< B>:DD DB>:EB:><，?6@ B;<
DB>:EB:>< E?FE:F?B5=6 E?6 M< L<>C=>A<@ E=6G<65<6BF9 56 @5CC<><6B E?D<D / Q5B;=:B ><R:5><A<6B C=> <DB?MF5D;A<6B =C
D5A:FB?6<=:D <R:?B5=6D C=> D=F:B5=6，B;< A<B;=@ 5D D5ALF< 56 =L<>?B5=6，?6@ E=6G<65<6B 56 L>=7>?AA567/

A45 B(.&3：B=L=F=75E?F G?>5?B5=6；B>:DD DB>:EB:><；M?D5E 56B<>6?F C=>E<；7<6<>?F5N<@ E=6DB>?56B A?B>5O；CF<O5M5F5B9 A<B;=@

(’1第 1期 姜冬菊，等 桁架结构分析的拓扑变化法


	F37: 
	F38: 
	F39: 
	F40: 
	F41: 
	F42: 
	F43: 
	F44: 


