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均布荷载作用下两端固支梁的弹塑性分析
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摘要：通过单位荷载法分析了两端固支超静定梁在均布荷载作用下的弹塑性加载及变形过程，并

给出了加载各阶段的弯矩和位移计算公式 (分析结果表明，受力变形过程可分为 ) 个阶段：弹性阶

段；固支端附近产生塑性变形阶段；固支端为塑性铰而固支端附近塑性区卸载阶段；固支端保持为

塑性铰而梁中部部分区域产生塑性变形直至形成塑性流动阶段 (
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梁是工程结构中最常见的构件，梁的受力和变形分析既是工程结构设计的基础，也是力学的基础理论问

题 (一些学者对静定梁的受力和变形全过程进行过分析 (如 01213415 等［$］分析了水平悬臂梁在自由端受竖向

力作用的非线弹性大挠度问题，67 等［!］分析了水平悬臂梁在自由端受竖向力和简支梁受两个力作用的非线

弹性大挠度问题，伍小强等［,］分析了水平悬臂梁在自由端受竖向力作用的理想弹塑性大挠度问题 (但他们在

进行超静定梁受力和变形全过程分析时，大多采用了数值方法［)］，而采用解析分析方法的比较少 (文献［#］利

用曲率二次积分法研究了一端固支、一端铰支的单跨一次超静定梁中部受集中荷载作用的弹塑性加载全过

图 ! 两端固支超静定梁
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程，但该文在分段积分时产生过多的积分常数，而且没有显式给出

这些常数，使得公式难以直接应用 (笔者［’］利用虚功原理和单位荷

载法研究了集中荷载作用下一次超静定梁在弹塑性加载过程中支

反力与荷载的关系 (对于超静定梁的受力分析，文献［/ 8 $"］只给出

了弹性极限荷载和塑性极限荷载，而并未分析超静定梁受力变形

各阶段的特点及各阶段的荷载值 ( 对于两端固支的高次超静定梁

的弹塑性分析，尚未见报道 (本文利用基于虚功原理的单位荷载法

对图 $ 所示的两端固支超静定梁在均布荷载作用下的工况进行了

弹塑性 加 载 全 过 程 的 分 析，并 得 出 了 加 载 各 阶 段 的 弯 矩、位 移

公式 (

! 弹 性 阶 段

弹性阶段是梁受力变形的第 $ 阶段 !在本阶段，梁上各处处于弹性变形状态，其弯矩 " 9 $
! #$! : $

!) #%
!，

竖向位移（挠度曲线）! 9 #
!)&’ $! : $

) %( )! !
，弯矩、竖向位移均与荷载 # 呈比例关系 !

本阶段（#!#(）结束时，两固支端处的弯矩同时达到弹性极限弯矩 "(，弹性极限荷载 #( 9
$!"(

%!
!

塑性极限荷载 #) 9
$’")

%!
（其中 ") 为梁截面塑性极限弯矩）!

上述弹性阶段的结果和塑性极限荷载已有结论，仍在此列出是为了问题的完整性，也便于与产生弹塑性

变形后的工况进行比较 !
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对于理想弹塑性材料的矩形截面梁，!" !
#$"

#!%，!& ! #$"

$!%（其中 #，$，!% 分别为梁宽、梁高、材料屈服

应力），因此
’&
’"

! $
%
!&
!"

! " (当 ’" & ’ & ’& 时，梁部分区段外缘产生塑性变形（称为弹塑性段），部分区段仍保

持弹性变形（称为弹性段）(当梁产生塑性变形时，梁的弯矩和竖向位移与荷载 ’ 的关系不再是比例关系 (下
面重点分析 ’" & ’ & ’& 时梁的弯矩和竖向位移随 ’ 的变化 (

! 固支端附近出现塑性变形阶段

在本阶段，梁固支端附近的部分区段 ’ )
"!*! ’ + 和 +!*!

)( )" 处于弹塑性变形状态，而其他区段

仍处于弹性变形状态 (该阶段结束时，两固支端处的弯矩达到塑性极限弯矩 !&，即此时两固支端同时成为塑

性铰，对应荷载记为 ’( (

图 ! 基本体系
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为了简化计算，利用结构的对称性，采用图 " 所示的基本体系，当弯矩

!, 的数值使截面 , 的转角为零时，该值就是图 ( 跨中截面 , 的弯矩，从而

可以进一步求出梁的弯矩分布 (
在本阶段，’" & ’!’(，!, 与 ’ 不再呈比例关系，梁的弯矩分布发生了变

化，梁任一截面的弯矩为

! - (
" ’*" . !, （(）

梁发生弹塑性变形时，矩形截面理想弹塑性梁的曲率 / 和弯矩 ! 的关系为［)］

/ -

!
01 弹性段
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弹塑性段
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图 . 弹塑性阶段弯矩图
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图 7 截面 ! 单位荷载弯矩图
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在截面 , 加单位弯矩，得到图 % 所示的基本体系单位荷载弯矩图 (
图 $ 为 ’" & ’!’( 时的弯矩图 (可用单位荷载法由图 %、图 $ 弯矩求图 "
基本体系中截面 , 的转角",：
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将式（$）和 /" !
!"
01 代入式（%）并令", ! -，得

（!" . "!,） "（!" 2 !," ）2 %!" !" (" /01*2, "’)
" %!" 2 "!" ,

. /01*2,
"!" 2 "!,
%!" 2 "!" )

,
- - （3）

式（3）表达了图 ( 超静定梁在本阶段（’" & ’!’(）的 !, 与荷载 ’ 的关系 (由此可见，!, 与 ’ 为复杂的非线性

关系 (给定荷载 ’，就可由式（3）求出 !,，也就能由式（(）求出梁的弯矩分布，也可进一步求出梁上任意点的

位移 (为了确定本阶段的荷载范围，需确定 ’( 的数值 (
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当 ! ! !" 时，
"
# !" "$ % #$ ! #% ! "&’#&，因此

!" ’
"$#& ( ##$

"$
（(）

联立式（)），（’），（(），得本阶段结束时参数

!" ’
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图 ! 截面 ! 单位荷载弯矩图
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下面确定本阶段任意截面的竖向位移 *设梁上任意截面 + 距截面$ 的距离

为 ,，在截面 + 施加竖向单位荷载，得到图 ’ 所示截面 + 的单位荷载弯矩图 *当
+!, - ) 时，截面 + 的竖向位移为
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式中 )，#$ 分别由式（)），（’）确定 *
当 )!,! " 1 $ 时，截面 + 的竖向位移为
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6 固支端为塑性铰到跨中某截面达弹性极限阶段

在本阶段，固支端已成为塑性铰，
"
# !"$ % #$ ! #% ! "&’#&，因此梁结构成为静定结构 * #$ 与 ! 虽是线性

关系，但不是比例关系 *给定荷载 !，可由下式求出 #$ *

#$ ’ "
# !"$ . "&’#& （"+）

由式（"）得本阶段弯矩分布为

# ’ "
$ !,$ . "

# !"$ ( "&’#& （""）

在本阶段，由于塑性铰引起内力重分布，随着荷载的增加，上一阶段的弹塑性变形区域发生卸载，当

)"!,! " 1 $ 时，曲率为

- ’（-）! ’ !" .!#
/0 （"$）

式中!# !（#）! ! !"
% # ! "

$（! % !"）
"
) "$ % ,( )$ *

本阶段结束时，截面 $ 的弯矩 #$ 达到弹性极限弯矩 #&，此时对应荷载记为 !$ *由式（"+）得

!$ ’
$+#&

"$

下面求本阶段（!" - !!!$）任意截面 + 的竖向位移 *
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当 !!! " "# 时，截面 # 的竖向位移为
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当 "#!!! % . $ 时，截面 # 的竖向位移为
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! 固支端为塑性铰、跨中部分出现塑性变形直至形成塑性流动机构阶段

在本阶段（)$! )! )0），固支端仍保持为塑性铰，结构是静定结构，弯矩分布 &，&1 与 ) 的关系仍分别

由式（##），（#!）表达 2随着荷载的增加，在 "#!!! % 内，第 $ 阶段的弹塑性变形区域继续卸载，而截面 1 附近

一段出现弹塑性变形 2设其范围为 !!!! 3，令式（##）弯矩为 4 &+，得

3 $ #
* %$ (

(&+$ ) （#(）

本阶段结束时，截面 1 弯矩 &1 达到塑性极限弯矩 &0，形成塑性铰，达塑性极限状态，结构成为塑性流

动机构，丧失进一步的承载能力，此时对应荷载即为极限荷载 )0 5
$*&+

%$
2

与前同理，利用单位荷载法可求出本阶段任意截面 # 的竖向位移 2 当 !! ! " 3 时，截面 # 的竖向位

移为
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’+%（!’$##$ % ( !’+#*(!）( )%)
,-（!’!!((,# % ( !’!#&$-!） （#+）

当 3!! " "# 时，截面 # 的竖向位移式与公式（#)）相同；当 "#!!! % . $ 时，截面 # 的竖向位移公式与式

（#*）相同 2公式虽然相同，但 ! 和 ) 的取值范围不同 2

" 结 束 语

本文研究了均布荷载作用下两端固支超静定理想弹塑性矩形截面梁的全部受力变形过程 2分析时将受

力变形分为 * 个阶段 2第 # 阶段为弹性阶段 2弹性阶段，弯矩随荷载 ) 的增加按比例增加，零弯矩截面位置不

变，而后 ) 个阶段零弯矩截面位置随荷载 ) 的增加不断地发生变化，弯矩随荷载 ) 的增加也不再按比例增

加 2第 $ 阶段在两固定端附近区段对称地产生了弹塑性变形 2进入第 ) 阶段后两固支端形成塑性铰，上一阶
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段的弹塑性区发生卸载 !在第 ! 阶段，固支端保持为塑性铰，第 " 阶段的弹塑性区继续卸载，而在中部区段产

生弹塑性变形，直至在梁中点产生第 # 个塑性铰而成为塑性流动机构 !各阶段的荷载终值分别为 "# $
%"$#

%"
，

"% $
%&’()*&$#

%"
，"" $

"*$#

%"
，"& $

"!$#

%"
!本文还给出了各阶段弯矩和位移的计算公式 !
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