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摘要：在传统有限元的框架上提出一个能模拟诸如裂纹、节理等非连续性结构的新技术———非连续

有限元法，该方法通过反映非连续场和尖端渐进场的附加函数来丰富传统有限元的近似模式，以达

到场内非协调的目的；该技术允许整个非连续性结构独立于网格，使得在模拟非连续性结构（裂纹、

节理等）的演化发展时无需重剖网格 *详细讨论了非连续附加函数的构造，并用弱解形式推导了非
连续有限元格式，并给出算例 *
关键词：非连续有限元；附加自由度；非连续附加函数
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结构中存在的或演化过程中出现的诸如节理、裂纹和孔隙等非连续性局部结构往往对整个结构的失稳

或破坏起着控制作用，因此，非连续性结构部位是工程力学问题分析的热点和难点 *长期以来，人们在这方面
积累了许多经验并获得丰厚成果，诸如块体元理论［(］、界面元理论［!］、流形元理论［%］等，但这些理论由于非连

续性结构对于网格的依赖性导致网格在演化计算中的不断重剖分而不尽人意 *美国西北大学 -/01234567
等［$，#］提出的扩展有限元法（/82/9:/: ;<9<2/ /0/=/92 =/257:），就是把诸如裂纹、节理等非连续性结构嵌入单元
内部，使得在进行非连续性结构（如裂纹扩展）的演化计算时无须网格重剖分就能顺利进行 *笔者在分析
-/01234567等提出的扩展有限元法时，发现其导出的刚度矩阵存在一些问题 *为此，笔者在 -/01234567等的工
作基础上，构造了非连续附加函数，推导了非连续有限元的弱解格式，给出了刚度矩阵 *文中给出两个算例，
算例结果表明，该方法是进行结构破坏演化分析的一种有效方法 *

! 非连续有限元的基本原理
为了描述上的方便，本文以二维弹性静力裂纹问题来加以说明，其他如节理、孔隙等不连续性结构都是

一样，至于动力或三维问题则很容易扩展 !
! !! 非连续有限元中的位移模式
选择位移模式的一般形式为

!（"）# !
$
"$（"）（!$ % #$!$（"）） （(）

图 ! 单元中的裂纹
"#$%! &’()* #+ ,-,.,+/0

式中：!$———节点 $ 的自由度；"$———传统单元中节点 $ 的形函数；$———指构成
网格单元的所有节点；#$———节点 $ 的附加自由度；!$（ "）———附加非连续函数，
是考虑非连续性结构的影响而给节点 $ 的丰富函数 !下面具体描述这种附加非
连续函数!$（"），为了描述方便，这里只针对各向同性材料 !
先讨论裂纹处在均质单元中的情形，然后讨论裂纹处在非均质材料的单元

中，即属于界面裂纹的情形 !
( !( !( 均质单元中的裂纹情形
裂纹含在有限元网格中有两种情况，一种是把单元截成两块，另一种则是裂

纹尖端终止于单元内部，见图 ( !
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对于横跨单元的裂纹，构造的附加非连续函数必须体现位移在裂纹处的不连续性（即跨越），另外，单元

中的点距裂纹的最短距离越远，裂纹对该点的影响就越弱 !先定义最短距离 "（#）为
"（#）$ !"#

!#" %（ #）$ $
## &!##%"&#（ %（#）%（#’）） （’）

式中 %（#）( $为裂纹的曲线方程 !在距离函数中引入符号函数是为了区分裂纹两侧距离相等的点 !根据上述
可构造附加非连续函数!’（#）的形式为

!’（#）$ (（"（#））$
)& "（ #） "（#）) $

& )"（ #） "（#）*{ $
（*）

其函数曲线如图 ’所示 !
对于尖端终止于单元内部的裂纹，构造的附加非连续函数除了要求能体现裂纹处的位移不连续性，还必

须能体现裂纹尖端渐进位移场的奇异性，由断裂力学的知识［+］可知，不管是哪一种裂纹形式（!，"，#），裂
纹尖端位移场都可由下面几个基函数组成的函数形式来表达，即

｛+,（#）｝$ $- %"# "( )’ ，$-,-%
"( )’ ，$- %"#

"( )’ ,-%"，$-,-% "( )’ ,-%{ }" （+）

假设以裂纹尖端的延伸线为局部极坐标（图 *），裂纹延长线可由式（.）确定：

% %.·（# & #.）$ $ （.）

图 ! 间断函数 !（"）
"#$%! &#’()*+#*,),’ -,*(+#)* !（"）

图 . 裂纹尖端的延伸线及任意一点的极坐标确定
"#$%. /)*’+0,(+#)* )- 12+1*’#)* -0)3 +41 +#5 )- 6 (06(7 6*8

5)960 ())08#*6+1’ )- 6* 60:#+060; 5)#*+ #* 19131*+
单元中任意一点与基函数有关的三角函数确定如下

%"#" $ "（#）
- ,-%" $!

# & #.
- （&$ *" *$） （/）

式中!# 为 # 在裂纹线或延伸线上的投影点，则

%"#"’ $ 0 & ,-%"$ ’ ,-%"’ $ 0 / ,-%"$ ’ （1）

于是可定义附加非连续函数!’（#）的形式为

#’!’（#）$ &
+

#$ 0
#’#+

,
#（#） （2）

0303’ 界面裂纹的情形
不同材料或者不同相之间容易产生界面裂纹 !按一般的有限元，只要把单元的边贴在界面上就可模拟不

同材料之间的力传递，但一旦界面发生脱落或滑移，则不免要重新剖分网格，非常麻烦 !为此，本文借助上述
思想，在单元内部引入附加项 !定义刚度比$为

$ $ #
00 & 0’#

!45（00，0’）
（6）

式中 00，0’分别对应单元中两种材料的弹性模量 !考虑到界面硬性材料那一侧的位移相对软的那一侧位移
要小，或者说硬性材料那一侧受界面裂纹的影响小，非连续附加函数可按下列规则来定义

如果 0（#’）( !45（00，0’），则

!’（#）$ (（"（#））$ $)& "（ #） "（#）) $

& )"（ #） "（#）*{ $
（0$）
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否则 !!（"）# $（%（"））#
!& %（ "） %（"）’ "

&"!%（ "） %（"）({ "
（##）

需要说明一下，以上所有位移模式都只是针对裂纹（包括界面裂纹）张开和闭合的情形，而对于裂纹滑移

的情形则可以通过接触单元的方式来模拟，这里不予考虑 )
节点 ! 的真实位移是由两部分组成，一部分为 !!，另一部分为 "!!!（"!），其中 "! 为节点 ! 的坐标 )从位移

模式不难看出，位移除了在非连续性结构部位处不是连续外，其他部位（包括节点）均保持连续性 )从数学上
看，该位移模式的一个显著特点是插值点的函数值是随位置而动的，因而要考察它的收敛性就必须着眼于插

值形函数和插值点函数值的随动规律，即非连续附加函数的特点；插值形函数 #! 是基于传统有限元下的形

函数，因而能够反映单元的刚体位移和单元的常应变，在这个意义上，随着单元尺寸的减小精度是逐步提高

的，即收敛的；由于非连续附加函数是距离的函数，与单元尺寸无关，所以它的精度不依赖于单元的剖分，而

依赖于它与距离之间的函数关系，之所以选择指数函数的形式，除了因为在数学上便于处理外（容易积分和

求导），还由于它比较符合实际破裂后的变形情况 )
! )" 控制方程和弱解形式
#$%$# 控制方程
平衡方程和边界条件为

!·! $ % # " &’ #
! #"! (’ $%*

!·& ##’ (’ $%+

!·& # " (’ $%, （张开时）

!(·&( $!)·&) # " (’ $%, （闭合时）

!(·&( $ !)·&) $ " (’ $%,















（裂纹面互不嵌入条件）

（#%）

图 # "时刻的各类边界示意图
$%&’# ()*+,- ./ 011 )%234 ./
5.62307%*4 0+ +-* +%8*"

式中：%———体力；#———域内；"!———边界上的位移；#’———边界上的力；$%*
———%时刻的位移边界；$%+———%时刻的力边界；$%,———%时刻的所有裂纹
表面（包含介质间断面$%）；&- 和 &.———对应裂纹的两个自由表面 - 和 .
的外法线向量（图 )）)
假设考虑的问题为小变形（小应变和小位移），则几何方程即应变!位移

关系为

# ##（!）# !*! （#+）
式中!*为梯度算子的对称部分 )本构关系由广义胡克定律给出

! # * ,# （#)）
#$%$% 弱解形式
试探函数空间定义为

+ #｛!（"，+） !（"，+）% /"，!（"，+）#"!（ +）(’$+
*，! 不连续 (’$+

,｝，$& "，$% /&# （#-）
测试函数（权函数）空间定义为

+" #｛&!（"）&!（"）% /"，&!（"）# " (’$+
*，&! 不连续 (’$+

,｝，&$& "，&$% /&# （#.）
接触条件（互不嵌入条件）通过拉格朗日乘子$加入到弱解方程中去，则平衡方程的弱解形式就是一个

不等式，即找试探函数 !（"，+）%+"和乘子$%/ / #以满足

’#（&#：! &&!·%）0# &’$%+&!·#’0$ 0&’$%,$（!-·&- 0 !.·&.）0$& " (&! % +" （#1）

代入几何方程和本构方程，则弱解形式可表述为

’#（&!*!2：*：!*! &&!·%）0# &’$%+&!·#’0$ 0&’$%,$（!-·&- 0 !.·&.）0$& " (&! % +" （#3）

! )9 网格离散化
为表达方便，直接在自由度右下方（即下标位置）加“ 1”以表示节点自由度，如：!1，"1 )把网格离散化后，
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式（!"）就变为

!
!"

" # !
［"!"（"##!$：$：##! %"!·"）%! %"#$"&"!·$#%# ’""#$"(!（!)·$) ’ !*·$*）%#］% & （!’）

式中 !" 为单元总数目，假设!（+）(!
,
%%!"

!! #（!) % !*）$) # $)%&"（-（.（+)））% -（.（+*）））# )$)%&" （)&）
把（!）和（)&）式代入式（!’），得

!
!"

" #
[

!
"!"

$"!"（’$
/ (’/!" ’ ’$

/ (’0&" % %$"）%! %"!""#$"& %
$$#%# ’

"&"$"!"（’$
0 (’/!" ’ ’$

0 (’0&" %（%&）$"）%! %"&""#$"&（%&）
$$#%# ’

"!"
$"#$"( )$)%!%&"%# ’"&"$"#$"( )$)%%%!"% ]# % & （)!）

式中 ’/, #

!,，+ &
& !,，1

!,，1 !,，









+

’0, #

!,，+&, ’ !,&,，+ &
& !,，1&, ’ !,&,，1

!,，1&, ’ !,&,，1 !,，+&, ’ !,&,，









+

将单元节点自由度用结构节点自由度表示如下：

!" # )/!，&" # )0&，!" # )%! （))）

式中 )/，)0，)%为选择矩阵 2

令 *+
!! #"!"’$

/(’/%!，*"
/0 #"!"’$

/ (’0%!， *+
&& #"!"’$

0 (’0%!，," #"#$"( )$)%%%%#

所以式（)!）化为

"!$ !
"
)$
/ *"

// )/! ’!
"
)$
/ *"

/0 )0& %!
"
"!"

%$"%! %"#$"& %
$$#%( )[ ]# ’

"&$ !
"
)$
0 *"

0/ )/! ’!
"
)$
0 *"

00 )0& %! (
""!"

（%&）$"%! %"#$"&（%&）
$$#% )[ ]# ’

"!$!
"
)$
%,

"30& ’"&$!
"
)$
0 ,")%!% & （)*）

令 *// # !
"
)$
/ *"

// )/，*/0 # !
"
)$
/ *"

/0 )0，*00 # !
"
)$
0 *"

00 )0, # !
"
)$
%,

")0，

-"+& # !
"
"!"

%$"%! %"#$"& %
$$#%( )# ，."+& # !(

""!"

（%&）$"%! %"#$"&（%&）
$$#% )#

所以，离散方程的弱解形式式（)*）可写为

"4 #"!$（*//! ’ */00 % -"+&）’"&$（5$
/0 ! ’ *00& % ."+& ’ ,$!）’"!,& % & （)+）

因为"!，"&，"!是任意的，且"!%&，!%&（见式（!,）和（!-）），所以式（)+）等价为
*//! ’ */0& % -"+& # &

*$
/0! ’ *00& % ."+& ’ ,$! # &

,& %
{

&

（),）

化为矩阵形式

*// */0 &

*$
/0 *00 ,$

& ,









&

!
&









!
#

-"+&
."+&
%









&

（)-）

! 2" 积分策略
*"

//积分方法和传统有限元法一样，这里就不再赘述 2而对于 5"
/0和 *"

00，由于其含有在裂纹处不可导的

’0，即 ’0 在非连续处无意义（但 ’0 在单元域内是可积的），因而积分就不能按传统有限元的处理方法，具体
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可采用分块积分的办法 !对于被裂缝截断的单元，可分别在截断的两个子域中进行数值积分即可；对于裂纹
尖端终止的那个单元，则首先沿裂纹尖端切线方向延伸裂纹以把单元分成两块子域，然后再在各子域上数值

积分，最后，把各子域上的积分值相加即得整个单元域的积分值 !关于这方面的其他积分方案见文献［!，"］!

! 算 例

算例 "：一个平面薄板，在板中央含有一小的斜裂纹，在其两端施以均布、单调增加的拉力，如图 #所示 !
采用非连续有限元离散技术，计算结果见图 $ !其中裂纹的扩展方向按裂纹尖端最大主应力的垂直方向发
展，整个裂纹的演化计算过程为：算出裂纹尖端的应力强度因子，判断裂纹是否失稳，若裂纹失稳，则裂纹按

扩展的方向伸长一个距离，假设为!"，根据能量耗散理论来判断裂纹扩展!" 是否仍保持稳定，若不稳定，
则继续试探一个伸长距离，一直到裂纹稳定为止 !当裂纹尖端由一个单元跨到另一个单元时，需对这两个单元
的属性加以修改，即原来裂尖终止的单元改为被裂纹截断的单元，而裂尖抵达的单元则改为含裂尖的单元 !

图 # 平面薄板中的斜裂纹及所受荷载
$%&’# ()*+,-%./ 01*02 %+ * ,3%+ 4)*,/ *+5 ,3/ )6*5 6+ %,

图 7 任意捕捉的两个瞬时裂纹生长
$%&’7 8-6 .+*4.36,. 69 ,3/ 01*02 &16-,3

算例!：一个含圆形夹杂的平板，竖向受均布拉力作用，横向受到与竖向大小相同的均布压力作用，见图
!，采用本文非连续有限元方法进行计算，计算后，其界面的发展如图 "所示 !

图 : 含圆形夹杂的平板及其所受荷载
$%&’: ;%10<)*1 %+0)<.%6+ %+ 4)*,/ *+5 ,3/ )6*5 6+ %,

图 = 界面的发展
$%&’= >/?/)64@/+, 69 ,3/ %+,/19*0/

A 讨 论

表面上看来，非连续有限元法的一个致命弱点就是在含裂缝的单元系统中每个节点的自由度包含主自

由度和附加自由度两部分，其实并非想像的那样繁琐，因为附加自由度能够通过在单元中增设额外的节点

（称虚节点）来处理，比如对于被非连续性结构截断的 %节点三角形单元可变成 $节点单元来处理 !当然，对
于裂纹终止的那个单元则需增加 &倍原单元的节点数目，但总比重新剖分网格来的轻松，因而并不给整体计
算带来许多麻烦 !但在进行非连续性结构的演化（如裂纹扩展）计算时，由于裂纹的扩展导致单元属性的改
变，即原来裂尖终止的单元变为被裂纹截断的单元，裂尖新抵达的单元变为含裂尖的单元，而给计算带来一

定的麻烦，因为这种属性的变化恰恰是附加节点的变化，因此编号显得有点繁琐，仍然没有很好地突破传统

有限元重剖网格带来的节点编号繁琐问题 !但从该方法中仍然可以看到一些希望，那就是，如果裂尖渐进场
不采用这种由多个基函数构成的函数形式，而仅采用一个基函数形式，如!# ’()（!$ *），另外，所有不含裂缝的
单元也采用本文的非连续性单元形式（仔细推敲一下，精度还会提高，因为裂缝对结构的所有部位都会发生

影响，只是距离裂缝远的地方影响很小），这样，整个计算网格中所有单元的节点数目都是一样的，都等于传
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统单元节点数目的 !倍，在进行演化计算时则方便得多，本文的算例就是这样处理的，只是裂尖场的精度相
对不高，但对于一般工程问题还是能够满足要求的 !
非连续有限元法同样可以扩展到三维问题和动力问题中去 !虽然附加自由度的增加导致计算量的偏大，

但较网格重剖分的工作量小 !
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