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摘要：设 ! 是满足条件 "& 和 "! 的 !!连通非 +,-./012 赋权图，证明了如下新结果：若 ! 满足
#$（%）3 #$（&）!’（%&"(（!），%#&），则通过图 ! 的每个顶点存在权重大于或等于’ 的圈 )该结
果推广了非赋权图的已有结果 )
关键词：赋权图；赋权度；+,-./012圈
中图分类号：4&$*)$ 文献标识码：5 文章编号：&"""!&’6"（!""$）"(!"*!&!"#

本文只讨论有限简单图，未加定义的概念与记号可见文献［&］)设 ! 7（*，(）为一个图，对 +$*，分别用
,（ +）与 #（ +）表示 + 在 ! 中的邻点集和邻点数 ) #（%，&）表示 ! 中 % 与 & 的距离 )对%#"&*（!），!［"］表
示 ! 的由" 导出的子图，!-" 表示 ! 的由 *（!）8 *（"）导出的子图 )对 %$ *（!），简单地用 !-% 表示
!-｛%｝)用 . 表示一给定了方向的圈或路，若 /，+$*（.），用 /.+ 表示. 上沿指定方向从/ 到 + 的子路 )如果
顶次序相反，用 +’./ 表示 )习惯上令 .［ /，+］7 /.+，并把它们既作为路又作为顶点集 )图 ! 称为赋权图，若
每条边 0 被指定一个非负数 $（ 0），称为 0 的权 ) ! 的子图1 的权定义为

$（1）2 (｛$（ 0） 0 $ (（1）｝

顶点 + 在1 中的赋权度定义为

#$
1（ +）2 (｛$（ +3） 3 $ ,1（ +）｝

在不引起混淆的情况下用 #$（ +）表示 #$
!（ +）)赋权图 ! 满足的条件"&和 "!定义如下："&：%&"(（!）且 %4，

4&$(（!）时，$（%4）7 $（ 4&）；"!：在 ! 的每一个三角形中，或者三条边的权互异，或者三条边的权相同 )
某类子图中权最大的又叫最重的 )非赋权图可看作每条边指定权 &的赋权图 )显然非赋权图符合 "& 和

"!，且最重最长路即为最长路 )文献［! 9 *］给出了许多将非赋权图中的结论推广到赋权图的结果 )本文研究
满足 "&和 "!两条件的赋权图 !，证明了如下定理 )

定理 ! 设 ! 是 !!连通非 +,-./012赋权图，满足 "&和 "!，且 #$（%）3 #$（&）! ’（%&"(（!），%#&），
则通过图 ! 的每一顶点存在权重大于或等于’ 的圈 )
定理 &是对 :21-101给出的如下结论的一个推广 )

定理 "［6］ 设 ! 是 !!连通非 +,-./012图，满足 #（%）3 #（&）!’（%&"(（!），%#&），则通过图 ! 的每一
顶点存在长度大于或等于 ’ 的圈 )

! 有 关 引 理
引理 !［#］ 设 %，& 是 !!连通赋权图 ! 中的两个不同顶点，# 是一实数 )若对所有 +$*（!）;｛%，&｝满足

#$（ +）!#，则对每一顶点 4，! 包含一条连接 % 与 & 的路，此路过 4 且其权重至少为 # )

引理 " 设 ! 是以｛%，&｝为顶点割的 !!连通赋权图，满足 #$（ %）3 #$（ &）! ’（ %&"(（!），%# &），那
么过 ! 的每一个顶点存在权重至少为 ’ 的圈 )
证 设 4 为给定顶点 )由已知 ! ; % ; & 是不连通的，令 !5 7 ! ; % ; &，!&是 !5包含 4 的连通分支（若 4

$｛%，&｝，则取 !5的任一连通分支作为 !&），且 !!是 !5的另一连通分支 )令
6 2 -.2｛#$（/） / $ *（!&）｝
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!" # !"#｛$%（&） & ! ’（($）｝

显然 ! ) !" " * +令 ,- # ’（(-）#｛.，/[ ]｝ ) ./ （ - # %，$）

若 ./$0（(），则令 %（./）& ’ +显然 ,%和 ,$是 $!连通的，由引理 %，在 ,% 中存在连接 . 与 /，且过 1 的路
2%，且 %（2%）"!，在 ,$ 中存在连接 . 与 / 的路 2$，且 %（2$）" !"，合并 2%，2$ 得到一个过 1 的圈 3，且
%（3）"! ( !""* +命题得证 +
引理 ! 设赋权图 ( 满足条件4%和 4$，5% 5$ 5) 5* 是 ( 中的路，5)，5*$0（(），则 %（ 5% 5$）& %（ 5$ 5)）&

%（ 5) 5*）+
证 设 %（ 5% 5$）& %%，对路 5% 5$ 5)用 4%得 %（ 5$ 5)）& %（ 5% 5$）& %% +若 5$ 5*$0（(），由 4% 得 %（ 5) 5*）

& %（ 5$ 5)）& %% +若 5$ 5*! 0（(），先由 4% 得 %（ 5$ 5*）& %（ 5% 5$）& %%，再对三角形 5$ 5) 5* 5$ 用 4$，得

%（ 5) 5*）& %% +引理 )得证 +
引理 " 设 ( 是满足条件4%和 4$的 )!连通非 +,!"-./#赋权图，2 & 5’ 5%⋯ 56 是 ( 中通过给定点 1 的一

条最重最长路，7 & !,0｛- 5-!8（ 5’）｝+若 ( 满足条件 4：对于 (［’（2［ 5’，57］）］中每一条以 57 为端点且权
重不变的 +,!"-./#路，另一端点 & 满足8（&）%’（2［ 5’，57］），则存在以 ’（2［ 5’，57］）为顶点权重大于或等
于 * 的圈 +
证 由 2 的最长性及 ( 的连通性和非 +,!"-./#性，8（ 5’）%’（2），8（ 56）%’（2），且 5’ 56$0（(）+为了

证明引理 *，首先证明 *个断言 +
断言 # 若 59!8（ 5’），则 8（ 59 1 %）%’（2［ 5’，57］）+
证 由 2 的最长性及( 的连通性和非 +,!"-./#性，8（ 59 1 %）%2［ 5’，56 1 %］+因而若结论不成立，则 59 1 %在

’（2［ 57 ( %，56 1 %］）中必存在邻点，令 5: 是 ’（2［ 57 ( %，56 1 %］）中第一个与 59 1 %相邻的点 +记 %（ 5’ 59）& %%，

%（ 59 1 % 59）& %$ +
情形 # %% & %$ +
路 59 1 %&25’ 59256 是另一条过 1 的最重最长路，与条件 4 矛盾 +此时断言 %成立 +
情形 $ %%’%$ +
对路 5’ 5959 1 %用 4%，4$ 得 5’ 59 1 %! 0（ (），其权’ %%，%$，设为 %) +对路 5’ 59 1 % 5:5: ( %用引理 ) 得

%（ 5:5: ( %）& %（ 59 1 % 5:）& %（ 5’ 59 1 %）& %) +对路 5959 1 % 5: 用4%，4$得 595:!0（(），对路 5’ 595:5: ( %用引理 )得
%（ 5:5: ( %）& %（ 5’ 59）& %%’ %) +与条件 4 矛盾 +此时断言 %成立 +断言 %得证 +
由 ( 的 )!连通性，, & ( 1 57 是 $!连通的，若任意 5;（%( ;( 7）满足 5;!8（ 5’），则由断言 %得 8（ 5; 1 %）

%’（2［ 5’，57］），由此 ( 1 57 是不连通的，矛盾 +故一定存在整数 -，9 满足 5- 在 , 中的邻点集 8,（ 5-）)
2［ 5’，57］，5’ 59!0（(），%( - 2 9(7 且 - 2 9 1 % +在 (［’（2［ 5’，57］）］中选择以 57 为端点的 +,!"-./#路，使路
2 在权重不变下9 1 - 最小，设路 2 变为 2" & 5"’ 5"%⋯ 5"6，其中 5": & 5:（7(:( 6）（ 5"’，5"7 可能不相邻），那么
%（2［ 5’，57］）& %（2［ 5"’，5"7］），而且 5"’ 5"9 1 %$0（(），因而 $（ 5"’，5"9 1 %）& $ +由条件 4 及路 2"的最长性易
得 8（ 5"’）%｛5"%，5"$，⋯，5"7｝，且由 9，- 的取法知 5"’ 5";$0（(）（ - 2 ; 2 9），因而 8（ 5"’）%｛5"%，5"$，⋯，5"-｝#
｛5"9，5"9 ( %，⋯，5"7｝，又由断言 %，8（ 5"9 1 %）%｛5"%，5"$，⋯，5"7｝+
考虑下列子集

< #｛5"; =% %( ; ( -，5"; ! 8（ 5"’）｝
> #｛5"; )% 9 ( ; ( 7，5"; ! 8（ 5"’）｝
? #｛5"; %( ; ( 7，5"; ! 8（ 5"9 =%）｝

显然 <*> &+ +可以证明如下两个断言（证明略）+
断言 $ <*? &+ +
断言 ! >*? &+ +
断言 " 设 9(!( @(7，5"!!8（ 5"’）*8（ 5"9 1 %），且对任意的 5"-! ’（2"［ 5"!，5"@］）有 5"-!8（ 5"’），但

5"@ ( %$8（ 5"’），则：（,）5"! ( %，⋯，5"@ ( %$8（ 5"9 1 %）；（3）若 ! 2 @，则不存在 !( :( @ 1 % 使得 %（ 5"’ 5":）’ %
（ 5":5": ( %）’%（ 5"’ 5": ( %）；（4）%（2"［ 5"!，5"@ ( %］）& ,｛%（ 5"’ 5":） ! ( : ( @｝+
证 （,）由断言 )知显然成立 +
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（!）若不然，设 ! 是满足上述结论的最小的 " #记 $（ %&" %&!），$（ %&!%&! # $），$（ %&" %&! # $）分别为 $$，$%，$& #
下面分两种情形证明（!）#
情形 ! !! ’ #由 ! 的取法 $（ %&"%&" # $）’ $（ %&" %&"）’ $$，" ’ ’，⋯，! ( $ #对路 %&( ( $ %&’%&" 用 )$ 得

$（ %&( ( $ %&’）’ $（ %&" %&’）’ $$ #对路 %&! ( $ %&!%&! # $用 )$，)% 得 %&! ( $ %&! # $" *（ +），其权不等于 $$；对路

%&! (%%&! ($%&! #$用 )$，)%得 %&! (%%&! #$"*（+），其权不等于 $$；⋯；对路 %&’%&’ #$ %&! #$用 )$，)%得 %&’%&! #$"*（+），
其权不等于 $$；对路 %&( ( $ %&’%&! # $用 )$，)%得 %&( ( $ %&! # $"*（+），与（)）矛盾，此时（!）成立 #
情形 " ! ’ ’ #此时 $（ %&" %&’），$（ %&’%&’ # $），$（ %&" %&’ # $）分别为 $$，$%，$& #由（)）知 %&( ( $ %&’ # $#*（+），

对路 %&( ( $ %&’%&’ # $用 )$得 $（ %&( ( $ %&’）’ $（ %&’%&’ # $）’ $%，对路 %&" %&’%&( ( $用 )$，)% 得 %&" %&( ( $"*（+），矛
盾 #此时（!）成立 #（!）证毕 #
由（!）得 $（ %&" %&’）’ $（ %&’%&’ # $）’ $（ %&" %&’ # $）’ $（ %&’ # $ %&’ # %）’ $（ %&" %&’ # %）’ ⋯ ’ $（ %&" %&, ( $）’

$（ %&, ( $ %&,）’ $（ %&" %&,）’ $$ #而 %&, # $#-（ %&"），对路 %&" %&,%&, # $用 )$ 得 $（ %&,%&, # $）’ $（ %&" %&,）’ $$ #因而

$（.&［ %&’，%&, # $］）’ $｛$（ %&"%&" # $） ’%"% ,｝’ $｛$（ %&" %&"） ’%"% ,｝#证毕 #
下面完成引理 *的证明 #设 /’ ’ .&［ %&’，%&, # $］，其中 (% ’% ,% 0，%&’"-（ %&"）&-（ %&( ( $），且对任意的

%&1".&［ %&’，%&,］有 %&1"-（ %&"），但 %&, # $#-（ %&"）#
2’ 3 .&［ %&’，%&,4$］5｛%&’，%&,4$｝；2 3’ 2’；/ 3’ /’

由断言 *中的（+）得 $（ /）3 $ $（ %&" %&"） %&" " 6（ /）& -（ %&"{ }） （$）

由断言 %得

$（.&［ %&"，%&0］, 2）3 $｛$（ %&"5$ %&"）$% " % 0｝5 $（ /）(

$｛$（ %&"5$ %&"） %&" " -（ %&"）, 6（ /）｝4$｛$（ %&"%&"4$） %&" " -（ %&( 5$），

$% " % ( 5 $｝4 $（ %&( 5$ %&(）4$｛$（ %&"5$ %&"） %&" " -（ %&( 5$），( 4 $% " % 0｝ （%）

对 %&""-（ %&"），由于路 %&" ( $.&%&" %&".&%&7 是过 8 的又一最长路，由路 .&的最重性，得
$（ %&"5$ %&"）( $（ %&" %&"） （&）

同理对 %&""-（ %&( ( $），当 $%"% ( ( $时，有
$（ %&"%&"4$）( $（ %&( 5$ %&"） （*）

当 ( # $%"%0 时，有
$（ %&"5$ %&"）( $（ %&( 5$ %&"） （-）

情形 $ %&" %&0#*（+）#
由式（$）.（-）得
$（.&［ %&"，%&0］）3 $（.&［ %&"，%&0］, 2）4 $（ /）(

$｛$（ %&" %&"） %&" " -（ %&"）, 6（ /）｝4$｛$（ %&( 5$ %&"） %&" " -（ %&( 5$）｝4
$（ %&" %&"） %&" " 6（ /）& -（ %&"{ }） 3

$｛$（ %&" %&"） %&" " -（ %&"）｝4$｛$（ %&( 5$ %&"） %&" " -（ %&( 5$）｝3 $（ %&"）4 $（ %&( 5$）( 9

令 : ’ %".%0%"，因 $（.［ %"，%0］）’ $（.&［ %&"，%&0］），故
$（:）3 $（.［ %"，%0］）4 $（ %" %0）3 $（.&［ %&"，%&0］）4 $（ %" %0）( $（.&［ %&"，%&0］）( 9
引理 *成立 #
情形 " %&" %&0"*（+）#此时令 : ’ %&".&%&0%&" #
情形 "#! 存在 ’ 使得 %&0" /’，则 /’ ’ .&［ %&’，%&0 # $］，$（ %&0%&0 # $）’ $（ %&" %&0）#此时

$（:）3 $（.&［ %&"，%&0］）4 $（ %&" %&0）3［$（.&［ %&"，%&0］, 2）4 $（ /）5 $（ %&0%&04$）］4 $（ %&" %&0）3

$（.&［ %&"，%&0］, 2）4 $（ /）5 $（ %&" %&0）4 $（ %&" %&0）($｛$（ %&" %&"） %&" " -（ %&"）｝4

$｛$（ %&( 5$ %&"） %&" " -（ %&( 5$）｝( $（ %&"）4 $（ %&( 5$）( 9
引理 *成立 #
情形 "#" 不存在 ’ 使得 %&0" /’ #则有
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!（"）# !（$%［ &%!，&%’］）( !（ &%! &%’）! !（$%［ &%!，&%’］）# !（$%［ &%!，&%’］" )）( !（ *）!

"｛!（ &%! &%+） &%+ # ,（ &%!）｝("｛!（ &%- .# &%+） &%+ # ,（ &%- .#）｝! !（ &%!）( !（ &%- .#）! /
引理 $成立 0

! 定理 "的证明
设 1 是满足定理 #条件的赋权图 0若 1 的连通度 2 % &，由引理 &知结论成立 0因而设 1 是 ’!连通图，且

图 1 没有 ()*+,-./圈 0令! %｛$ $ 是 1 中通过给定点 3（$4）$3（"#）%｛54｝（ 4 % #，&，’）的一条最重最长
路｝0在! 中任取 $ % &! &#⋯ &6 0显然 ,（ &!），,（ &6）% 3（$），且 &! &6&7（1）0令 ’ % *)0｛4 &4#,（ &!）｝，8 %
*+/｛4 &4#,（ &6）｝0这样对! 中每条路可得相应的 ’ 及 8，下面分两种情形证明定理 # 0
情形 " 存在! 中的某条路 $，使得 9#3（$［ &!，&’］）0
选择 $ 使得在 $ 包含 9 且在其权重不变的条件下 ’ 最大 0由引理 $，存在以3（$［ &!，&’］）为顶点的圈，且

其权重大于或等于 /，定理 #成立 0

情形 ! 对于! 中的每一条路 $，使得 9&3（$［ &!，&’］）0

此时也可以假设 9&3（$［ &8，&6］）（若 9&3（$［ &8，&6］），用路 &6&6 1 #⋯ &!替代路 $）0假设 9 % &:，故对
每一条路 $，都有 ’ 2 8，且 ’ 2 : 2 8 0选择 $ 使其在权重不变的条件下使 ’ 1 8 最大化 0由引理 $存在以
3（$［ &!，&’］）为顶点的圈，且其权重大于或等于 /，设此圈为 "#；存在以 3（$［ &8，&6］）为顶点的圈，且其权重

!/，设此圈为 "& 0因 1 是 ’!连通的，所以存在 ’ 条互不相交的路 $#，$&，$’ 连通 "# 与 "& 0设 3（$4）$
3（"#）%｛54｝（ 4 % #，&，’），3（$4）$3（"&）%｛;4｝，则 $4 % $4［54，;4］（ 4 % #，&，’）0构造一条连接 "#，"& 且过 &:
的路<，它至少和 $#，$&，$’之一是顶点不交的 0令

= # 3（$#）’ 3（$&）’ 3（$’） ’% # *)0｛2 2 ( :，&2 # =｝ 8% # *+/｛2 2 ! :，&2 # =｝
可以假设 $［ &’，&:］$=)*且 $［ &:，&8］$= ()* 若 $［ &’，&8］$= %*，< 取 $［ &’，&8］0若 &’%# 3（$4）且

$［ &:，&8］$= %*，取 < % 54$4&’%$&8）0假设 &’%#3（$4），&8%# 3（$>），取 < % 54$4&’%$&8%$>;>，则 < 连接 "#，"&

且过 &: 0对某个 -#｛#，&，’｝"｛4，>｝，$- 与 < 顶点不相交，而 "? 包含了一条连通 3（"?）$3（<）与 3（"?）$
3（$-）其权重大于或等于 / @ &的路（? % #，&）0故可得过 &: 权重大于/ 的圈 0定理 #证毕 0
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