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摘要：对于秩为 ! 的" - ! 阶 &./012矩阵 !，通过构造特殊分块矩阵并研究其逆矩阵的三角分解，
进而间接地得到了线性方程组 !" 3 # 的极小范数最小二乘解的显式表达式及其快速算法，所需运
算量为 #（"!）4 #（!!），而通常构造法方程组的方法所需运算量为 #（"!!）4 #（ !$），用正交化法

虽然避免了构造法方程组，但所需的运算量更大些 $
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&./012矩阵具有很长的研究历史 + 9:;<;= 等［(］首先给出了 &./012 矩阵逆的公式及算法，后来 >?1@:A=
等［! B ,］对此做了更深入的研究，文献［* B ("］又研究了它的行列式、逆和分解等 + ())*年，9:;<;=等［((］研究了
&./012型矩阵 + &./012矩阵一个重要的方面是和有理插值有着密切的联系 +一个带定极点特征的有理插值问
题往往可以转化为求解 &./012方程组的问题［(!］+ &./012矩阵还具有计算优势，它在行列置换下是不变的，从
而旋转法可以应用于 &./012方程组 + &./012矩阵的逆仍然是 &./012矩阵 +一个 &./012方程组的解可以用
#（! C<!!）步求出［($］，这也是相当快的 +另外，许多特殊矩阵，如 D?:EC;FG矩阵、9.<H:C矩阵、D?:EC;FG 4 9.<H:C矩
阵等也可以转化为 &./012矩阵［#，(%，(#，(,］+但求以 " - ! 阶 &./012矩阵为系数阵的线性方程组极小范数最小
二乘解的研究结果笔者尚未见报，而最小二乘问题在应用数学、计算数学、物理、测绘、数理统计、数学规划、

系统工程、控制论、经济与生物工程等领域中有着广泛的应用［(*］+因此，研究 &./012方程组的快速算法具有
重要的理论意义和实际意义 +
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如果可以求得式（(）中的矩阵 ’的逆矩阵’ I (的三角分解
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式中：+!———上三角矩阵；$(———对角矩阵 $则由（!）和（$）得（!D!）I (!D 3 +!$(+D
(，从而 &./012方程组 !"

3 # 的极小范数最小二乘解为 "" 3（!D!）I (!D# 3 +!$(+D
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引理 !［!"］ 设 ! 阶矩阵 ! #（ "#$）! $ !的顺序主子阵 !#（ # # !，%，⋯，!）均可逆，给定线性方程组 !" # #，其
中 # #（%!，%%，⋯，%!）& &记 ## #（%!，%%，⋯，%#）&，而 "# #（’#!，’#%，⋯，’##）&，$# #（(! #，(% #，⋯，(##）

&分别是线性

方程组 !#"# # ##，!#$# # %（ #）
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引理 "［!"］ 设 ! 阶对称矩阵! #（ "#$）! $ !的顺序主子阵!#（ # # !，%，⋯，!）均可逆，又设 !#$# # %（ #）
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" 求解 $%&’()方程组极小范数最小二乘解的快速算法
由定义知，分块矩阵 &满足
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设矩阵 &的顺序主子阵&#（ # # !，%，⋯，+ ) !）均可逆 &则当 # + + 时，由式（*）知
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设线性方程组 &#*# #
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&为 &#$# # %（ #）
# 的解向量 &式（,）

两端分别左乘、右乘 & ’ !
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由式（-）/（"）可得求解 012345方程组 -" # # 的极小范数最小二乘解的快速算法 &
算法 （求 012345方程组 -" # # 的极小范数最小二乘解）：
第一步：求（-&-）’ !-& # .%’!.&
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第二步：求 $% $ & 的极小范数最小二乘解 %# $ ’"(!’%
! &，其中
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该算法需进行 &&) ’ " )" ( )& ( *) ’ +次乘除运算，,&) ’ )" ( )& ( )) ’ -次加减运算 *计算复杂度为
+（&)）’ +（)"），而用通常方法求解的计算复杂度为 +（&)"）’ +（)+）*

! 数 值 例 子
分别运用本文给出的快速算法、正交化算法和解法方程组，用 ./01/2语言编程计算 3/4567方程组 $% $

& 的极小范数最小二乘解，结果见表 !（误差用向量的 "!范数度量）*
表 " !种算法的运算时间随矩阵阶数变化的情况
#$%&’ " (’&$)*+, +- )*.’ /0’1 $,1 +21’20 +- .$)2*3

矩阵阶数 快速算法 正交化算法 解法方程组

& ) 误差 时间 8 9 误差 时间 8 9 误差 时间 8 9

!### !# +:&+" ; !# ( !+ #:#- -:#-, ; !# ( !! #:,, -:),- ; !# ( < #:##
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-### !# <:!,< ; !# ( !- #:++ !:<*- ; !# ( !) !):*) +:+,& ; !# ( !+ #:"&
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