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摘要：借鉴数值方法中梯度方法的思想，引进了广义负梯度方向的概念，给出了一种基于广义负梯

度方向的 ,-./0 ’123-方法———44,’方法 +该方法保持了 ,-./0 ’123-算法的普适性和稳定性，并改
善了原方法搜索的盲目性和随机性，提高了原方法的搜索效率，缩短了计算时间 +将 44,’方法用
于算例，收敛速度明显提高 +
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多数复杂的非线性方程组无法找到其解析解 +常见的经典解法有 :0;/-.迭代法、割线法、拟 :0;/-.迭代
方法等 +这几种经典方法都有应用上的缺陷：:0;/-.迭代法需要一阶导数存在，对初值的依赖性强［$，!］；割线
法稳定性较差［$，!］，对于工程中复杂的问题收敛性难以保证；拟 :0;/-.迭代方法同样也有对初值的依赖性，
而且算法复杂，涉及矩阵求逆［$］，工程中应用范围有限 + $)#*年，<2--=>等提出了 ,-./0 ’123-（文中简称 ,’）
算法 +,0/2-?-3@>，A31B，C-. :0DB1..等于 !"世纪 #"年代首先将 ,’方法应用于原子弹的研制工作［$］+随着电
子计算机性能的飞速提升，,’方法广泛应用于随机服务模拟、线性方程组和非线性方程组数值解、积分方
程求解及核安全计算等领域［% E #］+,’方法在求解非线性方程组时最大的优势在于强适应性、对初值无依赖
性、收敛速度与维数的无关性，然而 ,’方法由于算法本身的限制，存在收敛速度较慢、计算时间较长等缺
点［%］+ ’312=0等对非光滑分析做出了奠基性的工作，文献［7］定义了向量函数的广义梯度，但是 ’312=0定义的
广义梯度在解决实际问题时难以计算，造成了算法在具体实现时的困难 +为了克服 ,’方法的缺点，本文在
,’方法的基础上，将 ’312=0广义梯度思想［%］引入 ,-./0 ’123-方法中，并为避免 ’312=0广义梯度的计算复杂
性，重新定义了便于数值计算的广义负梯度方向，给出了一种基于广义负梯度方向的 ,-./0 ’123-方法———
44,’（40.0213 421F@0./ ,-./0 ’123-）方法 +该算法有机地将梯度算法的快速搜索能力和 ,’算法的普适性、稳
定性结合起来，改善了搜索的盲目性和随机性，较大程度上缩短了搜索时间 +

* 非线性方程组求解原理
设所求非线性方程组为
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式中："$，"!，⋯，"#———实变量；!%（"$，"!，⋯，"#）———未知量 "$，"!，⋯，"# 的非线性的实函数 &不失一般性，
假设上述方程组为非矛盾方程，存在一组解 "$"，"!"，⋯，"#" &

构造能量函数 !（!）$ !
#

% $ $
!!%（!） （!）

其中 ! G（"$，"!，⋯，"#），这样，求非线性方程组解的问题就转化为求解能量函数极小值的问题 &即给定一个
充分小的实常数"，在求根区域内，搜索 !" G（"$"，"!"，⋯，"#"），使得!（!"）H"，则 !"即是非线性方程组（$）
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对应的近似解 !

! 梯度概念的推广及性质
最速下降方法的搜索具有一定的方向性，但对能量函数要求过高 !!"方法搜索具有盲目性和随机性，

但具有很强的适应性 #若将 !"方法和梯度思想结合起来，在不破坏 !"方法的普适性的基础上，改进搜索
策略，则必将大大提高搜索效率，节约运算成本 #因此本文提出了广义负梯度的概念，让 !"方法搜索沿广义
负梯度方向，使得改进后的 !"既大大提高搜索效率又不破坏 !"方法的普适性 !
! !" 广义负梯度的定义
设 " 为一维实空间，# 是 $ 维实线性空间 !对于 !!#，%!" $，定义集合 "（!，%）%｛& " # & !"’ % %，

&!#｝为 ! 的 %!边界，其中""’ 为二范数 !设!：##" $是一个映射 !若满足以下两个条件：（(）#!’（ !，
%），（)）!（#）*!（!），且对$ $!’（!，%），有!（#）%!（ $），则称&(（ !）%（ # & !）) % 为映射!在 ! 处的广
义负梯度方向 !
本文定义的广义负梯度本质上与 "+(,-.广义梯度的思想一致，皆为在 ! 周围寻找最快递增（递减）方向

的过程，但 "+(,-.广义梯度计算需要复杂的求上确界和求极限的过程［/］，而本文提出的广义负梯度的概念回
避了上述的复杂过程，使得广义负梯度方向可以较方便地利用各种数值方法求得 !
! !! 相容性定理
讨论当能量函数!（!）可微时，广义负梯度与负梯度方向的一致性，定理描述如下：
对$!0!#，定义’ (（ !0）为! 在 !0处的广义负梯度方向，若!（ !）可导，为! 在 !0处梯度方向，且

’!（!0）(0，则有如下定理成立：

+12
%#0
’(（!0）* + ’!（!0）

证明 由于’!（!0）(0且 % 充分小，对于 !!’（!0，%），有泰勒展开式

!（!）* !（!0）, ’!（!0）·（! + !0）, -"! + !0"
又由于 ! & !0 %’(（!）·%，代入上式得

!（!）* !（!0）, ’!（!0）·’(（!0）· % , -（ %）
由于!（!0），’!（!0）已知，% % " ! & !0"’#0，根据向量点积得，!（ !）取得最小值等价于’ (（ !0）%
&’!（!0）!定理得证 !
当能量函数在 !0处局部可微时，上述定理仍成立 !
定理说明了广义负梯度适合光滑或非光滑的函数，且在能量函数可微时，与通常负梯度定义一致，因此

此处定义的广义负梯度是负梯度方向的推广 !
对于复杂能量函数，其导数可能难以求出，或者能量函数不可导，此时函数的梯度是难以得到的或不存

在的，但广义梯度不涉及函数的可导性，只要函数值可以求出，广义负梯度可用本文将讨论的数值方法较方

便地求得 !
根据上述定理，能量函数可导时，只要邻域足够小，广义负梯度方向即为负梯度方向，因此根据负梯度的

性质，沿广义负梯度方向能量函数值递减最快；若能量函数不可导，根据广义负梯度的定义，沿广义负梯度方

向能量函数值仍然是递减最快 !广义负梯度保留了原梯度的良好方向性 !

# $$%&原理及实现
本文借助引进的广义负梯度的定义，将!"方法和梯度方法有机结合，提出了 33!"方法，使!"方法搜

索过程中的盲目、随机的搜索变为具有方向性的梯度搜索 #
算法的关键在于如何选取搜索方向 !不失一般性，设迭代至第 . 次，得到点 !. %（/4 .，/’ .，⋯，/$.），本文

利用 !"方法搜索广义负梯度方向，从而确定第 . $ 4步搜索方向 !首先，对自变量 /4，/’，⋯，/$ 进行极坐标
映射变换，使得满足如下极坐标性质：
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式中：!———矢径（% "! ’ &）；"!，""，⋯，"$%!———极角 (然后选取合适的、较小的矢径!，并选定恰当的随
机搜索集 )，利用 ’(方法随机抽样理论生成 )组随机数"&*（ & " !，"，⋯，$ % !；* " !，"，⋯，)），其中"&*服

从［%，"!］上均匀分布，且相互独立 (令"!&* " #&（!，"! *，"" *，⋯，"$%!，*）（ & " !，"，⋯，$；* " !，"，⋯，)），则有

!
$

& " !
（"!&*）" "!

"，将扰动"!&*叠加至 !+，得到 "*+ "（!! + ,"!! *，!" + ,"!" *，⋯，!$+ ,"!$*）（ * " !，"，⋯，)），

计算各 "*+ 对应的能量函数值#（"*+）(设 "-+ 为)组随机坐标中的能量函数最小者，并设 "+)*+为 !+ 的 .$边界
上的最小值，易知对#% / %有 ,*)

)$&
0｛ "+

- % "+)*+ ’%｝" ! (因此，对于较小的半径!和较大的搜索集)，（"!!-，

"!"-，⋯，"!$-）1!逼近广义负梯度方向，故选择（"!!-，"!"-，⋯，"!$-）1!为广义负梯度的数值解 (
搜索方向确定后，前进步长的判断关系到收敛速度快慢，也是算法的一个关键问题 (由于搜索方向确定

后，问题简化为一维搜索，本文为了保持算法的普适性，采取的是一维搜索算法中效率较高的黄金分割

法［!，"］(设在 !%处，方向为%2（!%），进行步长搜索，则过程可以简述如下：

!" 初始化阶段：给定合适的初始前进步长&（&- !）及步长伸缩率 +（+ - !），搜索结束控制参数’(
#" 比较#（!%），#（!% .&%2（!%）），#（!% . +&%2（!%））#个能量函数的大小，并进行搜索 (分多种情况分

析：（/）如果#（!%）"#（!% .&%2（!%）），则在［%，&］中利用黄金分割法搜索最小值点的步长 3 (（0）若#（!%）-
#（!% .&%2（!%）），且#（!%）-#（!% . +&%2（!%）），则比较#（!% .&%2（!%））和#（!% . +&%2（!%）），这里
可分两种情况，如若#（!% .&%2（!%））1#（ !% . +&%2（ !%）），则在［&，+&］中利用黄金分割法搜索最小值
点的步长 3；如若#（ !% .&%2（ !%））&#（ !% . +&%2（ !%）），则给&重新赋值：&’ +&，再次比较#（ !% .
&%2（!%）），#（!% . +&%2（!%）），如此比较下去，直至#（ !% .&%2（ !%））1#（ !% . +&% 2（ !%）），这时在

［&，+&］中利用黄金分割法搜索最小值点的步长 3 (（2）若#（!%）-#（!% .&%2（ !%）），且#（!%）1#（ !% .
+&%2（!%）），则取定步长为 3 3&(
综上所述，具体算法的流程如下：（/）初始化参数：合适的极坐标半径!，恰当的随机搜索集大小 )，初始

前进步长&，步长伸缩率 +，一维搜索控制参数’，精度控制参数%；（0）随机选择求根区域内的一点 !%，令

+ 3 %；（2）利用乘同余法或者混合同余法生成 $ 4 !个彼此独立的、均匀分布在［%，!］内的伪随机数 .!，."，⋯，
.$ 4 !，作线性变换："& 3 "!.&（ & 3 !，"，⋯，$ 4 !），令"!& 3 #&（!，"!，""，⋯，"$ 4 !），得到随机点 "+ 3（ !! + ."!!，
!" + ."!"，⋯，!$+ ."!$）；（5）计算#（"+），比较#（"+），#（ !+），若#（ "+）-#（ !+），则记录 "+，重复步骤（2）
) 次，挑选其中能量函数最小者 "+)*+，计算广义负梯度%2（!+）；（6）若(%2（ !+）( 1%，或者#（ !+）1%，则
得到方程组的解 !+，否则执行步骤（7）；（7）在已知搜索方向的基础上，利用黄金分割法计算步长 3；（8）令 !+ . ! 3
!+ . 3%2（!+），跳转至步骤（2）(

$ %%&’算例与分析

99’(算法在搜索的方向性方面优于 ’(算法 :下面用一个非线性方程组求解过程说明 99’(算法的
优势 (设非线性方程组为

!"6;<（% !4" 1 "）"（! , 4 % !）#

4"2=>（4 , !"）, !"6;<（! , 4）"{ %
（?）

算法初始化参数如下：极坐标半径!3 %@%%!，随机搜索集大小 ) 3 ?%，初始前进步长&3 "，步长伸缩率
+ 3 "，一维搜索控制参数’3 %@%%!，精度控制参数%3 ! A !%4 ? (
在相同精度%3 ! A !%4 ?下，从两个方面比较 99’(与 ’(算法的优劣 (

$ (( 搜索路径比较 (
以方程组（?）为例，根据每次搜索得到的点，绘制搜索路径，如图 ! B #所示 (
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图 ! ""#$方法搜索路径
%&’(! )*+,-. /+0. 12 ""#$ 3*0.14

图 5 #$方法搜索路径
%&’(5 )*+,-. /+0. 12 #$ 3*0.14

图 6 图 !中方框部分的放大
%&’(6 #+’7&2&*4 &3+’* 12 0.* 2,+3* &7 %&’(!

图 ! " #中虚线的交点为方程组（$）的根 !
可以看出，图 !的搜索是带有很大跳跃性的，出现了随机摇摆现象，产生了很多无用的搜索点，显然不利于

复杂问题的求解；图 %的过程带有明显的趋势性，总是沿着下降方向 !因此，&&’(方法较 ’(方法有较大改进 !
8 !! 计算次数比较

表 5 ""#$方法与#$方法
计算次数的比较

9+:;* 5 $13/+,&<17 12 -+;-=;+0&17 ’,1=/<
12 ""#$ 3*0.14 +74 #$ 3*0.14 次

计算批次
计算次数

&&’(方法 ’(方法

第 !次计算 !%)) %)#!
第 %次计算 !*)) %+%+
第 #次计算 ,)) %#)%
第 +次计算 !+)) !-++
第 $次计算 ,)) !#.+
第 *次计算 !%)) !.!)
平 均 值 !!*) !-*+

方程组（$）的计算采用了两种方法，并且设置了相同的参数，其
多次计算的结果见表 ! !
由表 !可以看出，&&’(方法平均计算次数为 ! !*)，’(方法的

平均计算次数为 ! -*+，&&’(较 ’(计算次数减少了 +)/-0，可见
&&’(方法在计算次数方面优于 ’(方法 1

> 结 论

本文在现有 ’2345 (6782方法的基础上，提出了一种求解复杂非
线性方程组的改进 ’2345 (6782方法 1检验结果表明，改进 ’2345 (6782
方法具有很强的适用性，且较 ’(方法有了很大的改进 1
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