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摘要：基于随机微分方程，建立了输入具有确定性特征、参数具有随机性特征的线性汇流模型；应用

,-./0-112定理对该模型进行了求解，得到了出口断面出流过程的概率密度，并据此确定了出流过程
的均值和方差 *结果表明，线性江流模型能够同时给出出流过程的均值及其对均值的离散程度 *
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现行的汇流计算方法大多基于确定性的汇流计算模型 *事实上，模型参数受许多不确定性因素的影响，
具有一定的随机性［%!&］*因此，一般的常微分方程难以满足对汇流系统进行随机性描述的要求，采用随机微分
方程来描述汇流系统应更为合理 *本文在文献［#］的基础上，探讨有确定性输入和模型参数具有随机性特征
情况下的汇流计算方法 *

! 汇流系统随机微分方程模型

! *! 基本方程
假设线性汇流系统由 ! 个无旁侧入流的线性水库串联而成，每个线性水库的蓄量方程为

"（ #）$ %&（ #） （%）
式中："（ #）———汇流系统的蓄量；&（ #）———汇流系统的输出；%———线性水库的蓄量常数 ’
根据水量平衡原理连续演算至出口断面，则可以得到描述该线性汇流系统的 ! 阶常系数线性微分方程式
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式中 (（ #）为汇流系统的输入项 ’
式（!）反映了一个确定性汇流系统的常微分方程 ’但实际上，由于许多不确定因素的影响，蓄量常数 %

具有一定的不确定性，因此将它视为随机变量或随机过程则更合理些 ’当 % 被视为随机变量时，式（!）就变
成了随机常微分方程，其解 &（ #）是一个随机过程［)］’
! ’" 随机微分方程的求解
本文就式（!）当 ! 分别等于 %，!，$的情况进行求解，即分别为 %个、!个、$个线性水库串联的情况下求

其出流过程的均值和方差 ’
%9!9% %个线性水库串联的情形
当 ! 8 %时，式（!）变为

6&（ #）
6 # $!［ (（ #）) &（ #）］ （$）

式中!为随机变量，!8 % * % ’
为了便于讨论，将与式（$）相对应的随机微分方程写成

+&（ #）$ ,%（&（ #），!，#）

&（ #"）$ &{
"

（&）

第 $&卷第 %期
!"")年 %月

河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

:./;<=1 .> ?.@=- A<-02;B-CD（E=C/;=1 FG-2<G2B）
H.1*$& E.*%
:=<*!"")



式中：!———随机变量，! !［!］；!"———随机初始条件 "
式（#）是一个含有随机系数和随机初始条件的一阶随机常微分方程 "为了尽可能多地了解随机解过程

!（ #）的特性，一般不求解过程本身而求解过程的某些性质（如均值和均方差等）"这样，如果能够确定解过程
!（ #）满足的概率密度，就能够得到需要的统计特性 "
为了求解随机微分方程式（#）的概率统计特性，可将其转化成为仅含随机初始条件的增广型方程

"#（ #）$ $（#（ #），#） （ # ! #"，#（ #"）$ #"） （$）
其中
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经过式（$）与（(）的转换，随机参数 ! 的随机性通过初始条件引入，即式（$）定义了一个仅含随机初始条
件的随机微分方程 "因此，可利用只有随机初始条件的随机微分方程的求解方法求解 #（ #）的统计特性，进而
不难得到 !（ #）的概率统计特性 "
假设 !（ #）的均方解存在，且它的一阶联合概率密度函数 ’（#（ #），#）满足 )*+,-*../方程
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式中：)———!（ #）的维数；*———! 的维数；&+———函数矢量 $ 的第 + 分量函数 "
将式（(）代入式（0）就可得到 !（ #）与 ! 的联合概率密度函数 ’（!，#；!）满足的偏微分方程式
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式中：’% !!（ ,（ #）2 !（ #））；’（!，#；!）———联合概率密度函数，其初始条件是 !" 和 ! 的联合概率密度函数
’"（!"，!）"
如果在出口断面计算起始时刻各随机变量相互独立，则其初始条件为 ’"（!，#"；!）! ’"（!"，#）’"（!）"

%3&3& &个线性水库串联的情形
当 * ! &时，式（&）变为
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设 -%（ #）! !（ #），-&（ #）! .!（ #），则
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将式（%"）中的参数与初始条件视为随机变量，则该方程为含有随机系数与随机初始条件的随机微分方
程，其一般形式为

"%（ #）$ ’（%（ #），!，#） （ # ! #"，%（ #"）$ %"） （%%）
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式中：%———二维矢量随机过程；%"———随机初始条件 "
与 * ! %的计算方法相同，式（%%）转化成仅含有随机初始条件的增广型方程，其联合概率密度函数 ’（!，

.!，#；!）满足偏微分方程式
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假设起始时刻出口断面各随机变量独立，则其初始条件为 ’"（-%"，-&"，#；!）! ’"（!"，#）’"（ .!"，#）’"（!）"
%3&36 6个线性水库串联的情形
当 * ! 6时，设 -%（ #）! !（ #），-&（ #）! .!（ #），-6（ #）! 0!（ #），则
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采用 ! ! "时的计算方法，则得到联合概率密度函数 "#（##，$##，%##，&；!）满足的偏微分方程
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假设起始时刻出口断面各随机变量相互独立，其初始条件为 "#（ +%#，+"#，+$#，!；&）! "#（##，&）"#（ $##，&）
"#（ %##，&）"#（!）,
式（&），（%"），（%$）的边界条件为

"（- ’，!，&）* # （%(）
这一边界条件表明，"（#，&；!）满足归一化条件
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将式（&）的解对 ! !［!］积分，可得到 ! ! %情况下（#（ &）；&）的概率密度函数
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将式（%"），（%$）的解对 ! !［!］积分，可分别得到 ! ! " 和 ! ! $ 情况下（#（ &），$#（ &））和（#（ &），
$#（ &），%#（ &））的联合概率密度函数
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对式（%,），（%&）进行积分，就可得到 #（ &）的边缘概率密度 "（#，&）,求得解过程 #（ &）的概率密度，则可
得出许多有用的统计特征量 ,解过程的各阶统计矩可用下式进行求解：

/［#!（ &）］*#
#-./
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! 算 例

现通过具体算例来说明基于随机微分方程的流域汇流计算方法的适用性 ,
长江三峡地区沿渡河流域的流域面积为 +#%3-" , 选取该流域 %2&% 4 %2&,年共 %*场暴雨洪水 ,根据由霍

顿（567861）地貌参数计算 9.:;模型参数 ! 的公式［,］得该流域的 ! ! $ ,计算时段取!& ! % ; ,
假设初始流量为确定性量，且 #（ &#）! # ,又假设模型参数!是一个服从截头尾正态分布的随机变量［&］，

即
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式中：%!———!的均值；"!———!均方差；0———截断系数 ,
式（"#）中的均值%!和均方差"!可用下式进行计算：
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式中：!2———第 2 个样本洪水测得的蓄量系数；1———样本洪水的总次数 ,
对于沿渡河流域，由式（"%），（""）求得的!的均值和均方差分别为 #>$2+, ;? %和 #>#(+( ;? % ,
根据上述假定和给定的随机变量!的具体分布，可确定式（%$）的初始条件 ,本文采用有限差分法求解式

（%$）,在求得出口断面流量 #（ &）和参数!的联合概率密度后，对蓄量系数进一步积分就可得到出流过程的
边缘概率密度，再利用式（%2）就可得到出流过程的各阶统计矩，从而可得到出流过程的均值和方差 ,由此求
得的沿渡河流域 %*场洪水出流过程均值’#（ &）和均方差"#（ &）计算结果见表 % ,
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表 ! 沿渡河流域出流过程的均值和均方差计算结果
"#$%& ! ’&#( )#%*& #(+ )#,-#(.& /0 /*10%/2 3,/.&44 /0 5#(+*6& 7#1&,46&+ !"
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8 结 论

本文首先利用随机微分方程理论，建立了输入具有确定性特征、参数具有随机性特征的线性汇流模型，

然后采用 /01230445定理求解了相应的随机微分方程，得出了出口断面出流过程的概率密度，最后根据此概率
密度确定了出流过程的均值和方差 6算例表明，本文所建立的线性汇流模型能够同时给出出流过程的均值及
对均值的离散程度 6对洪水预报来说，该模型能同时给出预报值及相应的误差情况 6
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