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摘要：在集值映射的值为转移闭值这样一个比较弱的条件下，运用连续单位分解定理的技巧，在没

有凸结构和线性结构的一般拓扑空间中证明了一个新的关于集值映射的非空交定理 0 作为应用，
在没有凸结构和线性结构的一般拓扑空间中得到一些新的 *1 234型极大极小不等式 0
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! 预 备 知 识
集值映射的非空交定理在变分不等式理论和非线性分析的许多领域中都有着重要的应用，特别是在博

弈论、数理经济、控制论和优化问题的解的存在性问题以及不动点理论等方面起着极为重要的作用 0 89
等［%］在没有线性结构的 !:空间中得到一个关于集值映射的非空交定理，并运用该定理得到了许多 *1 234
型极大极小不等式 0
本文的目的是在没有凸结构和线性结构的一般拓扑空间的框架下建立一个集值映射的非空交定理 0作

为应用，在一般拓扑空间中得到了一些新的 *1 234型极大极小不等式 0
为方便起见，假设本文所涉及的拓扑空间都具有 ;39<=>?@@分离性质 0
为得出本文的主要结果，需采用下面的记号、定义和引理 0
设 " 是非空集合，用 !" 表示 " 的所有子集簇，用〈"〉表示 " 的所有非空有限子集簇，用 # 表示所有 #

!〈"〉的基数 $ "% 表示具有顶点｛&"，⋯，&%｝的 %!维标准单形，如果 ’ 是｛"，⋯，%｝的非空子集，那么用

" ’ A %表示顶点集｛&(：(!’｝的凸包 $

如果 " 的所有简化 (BCD同调群 !)（"）E "（) 为有理数），那么非空拓扑空间 " 称为是零调的 $ 特别地，
任何非空可缩空间都是零调的，从而一个拓扑向量空间中的非空凸集或星形集也是零调的 $ 反之不一定
成立 $
设 " 和 * 为拓扑空间，+：""!* 为集值映射，如果对任一开集 ,#*，集合｛-!"：+（-）#,｝为 " 中的

开集，那么集值映射 +：""!* 称为是上半连续的 $ 容易说明［!］，如果 * 为紧拓扑空间，且 + 的图像｛（ -，.）

!" F *：.!+（-）｝在 " F * 中是闭的，那么 +：""!* 是上半连续的 $
定义 !［-］ 设 " 为非空集合，* 为拓扑空间，+：""!* 为集值映射 $ 如果对任一 -!"，当 .$+（ -）时，

存在 -/!" 使得 .$+（-/），其中+（-/）表示 +（-/）在 * 中的闭包，那么称 + 在 " 上具有转移闭值 $
定义 "［-］ 设 " 为非空集合，* 为拓扑空间，0：" F *"1%｛G H，A H｝为一泛函 $对某些!!#，那么

称 0 在 . 处!!转移下半连续 $如果对任意的 -!"，.!*，当 0（-，.）I!时，存在 -/!" 和 . 的邻域2（.），使
得对任意 3!2（.），0（-/，3）I!$
显然，若定义集值映射 ,：""!* 如下：

&- ! " ,（-）4｛. ! *：0（-）’!｝
则 , 在 " 上具有转移闭值，当且仅当 0（-，.）在 . 处!!转移下半连续 $
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引理 !［"］ 设 ! 为紧拓扑空间，!" 为 ""维标准单形，!：!!!" 为连续映射，又设集值映射 #：!"!!! 上

半连续，且具有非空紧零调值，则存在一点""#!"，使得""#!（#（""））$

# 主 要 结 果
定理 ! 设 ! 和% 为拓扑空间，& 和’ 为! " % 的子集，(：!!!% 为集值映射，且满足条件（#）( 在! 上

具有转移闭值，（##）$)#%，｛*#!：（*，)）#’｝%(（)），（###）$+#〈%〉，使得$*#,，+&｛)#%：（ *，)）’

’｝()，存在一个连续映射!+：! + $ %! %，满足$*# ,，! (+ ! +&｛)#%：（ *，)）’’｝ )$ % %｛)# %：（ *，)）’

&｝，（#&）假定存在 -%& 以及紧子集 ,%!，使得 - 是 ! " % 中的闭集，并且$)#%，集合｛*#,：（ *，)）#
-｝是非空零调的，则 &)#%(（)）&,() $
证明 首先证明对任何 +#〈%〉，有&)#+(（)）&,() $ 若不然，则存在一个 + ’｛)(，⋯，)"｝#〈%〉，使

得&)#+(（)）&, ’)，从而有 ,%*)#+（! ) (（)））$ 由于$)#%，! ) (（)）是 ! 中的开集，因此，对应于

, 的有限开覆盖｛! ) (（)）：)#+｝，存在相应的单位分解#(，⋯，#"，即#.（ . ’ (，⋯，"）为 , 上的非负连续函

数，使得#. 在 , )（! ) (（)））上为零，且$*#,，+
"

. / (
#.（*）/ % $ 现定义连续映射 0：,!!" 如下：

0（*）/ +
"

. / (
#.（*）1. $* # ,

对于任意的 .#｛(，⋯，"｝与 *#,，若#.（*）* (，则结合条件（##）有

* # ! ) (（).）%｛* # !：（*，).）’ ’｝ （%）

$*#,，定义 2（ *）’｛.#｛(，⋯，"｝：#.（ *）* (｝，3（ *）’｛).：.# 2（ *）｝$由式（%）知$*#,，)(3（ *）%
｛)#%：（*，)）’’｝&+ $再由条件（ ###）知存在一个连续映射!：!"! %，使得$*# ,，!（! 3（ *） $ %）%

(! ! +&｛)#%：（ *，)）’’｝
)

$ %
%｛)#%：（*，)）’&｝$ 由此可知，复合映射 4 ’!,0：,!% 具有如下特性：

$* # , 4（*）/!（0（*））#!（! 3（ *） 5%）%｛) # %：（*，)）’ &｝ （!）

另一方面，定义集值映射 6：%!!, 为$)#%，6（)）’｛*#,：（*，)）#-｝$ 由条件（#&），$)#%，6（ )）
是非空零调的 $ 由于 - 是! " % 中的闭集，不难看出 6（)）是 , 中的闭集，且 6 的图像是% " , 中的闭集，所
以 6 是上半连续的 $因!是连续的，故由引理 %可知，存在 7#!"，使得 7#0（6（!（7）））$ 设 *(#6（!（7））

%,，使得 7 ’ 0（*(），则有 *(#6（!（0（*(）））’ 6（ 4（*(））$由 6 的定义知（*(，4（*(））#-%& $这与式（!）矛

盾 $因此，对任意 +#〈%〉，&)#+(（)）&,() 成立 $ 由于$)#%，(（)）&, 为紧集 , 中的闭子集，所以有

&)#%(（)）&,() $至此，只需证明&)#%(（)）&, ’&)#%(（ )）&, 即可 $ 显然，&)#%(（)）&,-&)#%

(（)）&, $假设 &)#%(（)）& ,%&)#%(（ )）& , 不成立，则存在 *#&)#%(（)）& , 和 )# %，使得 *’

(（)）&, $由于 ( 是转移闭的，因此存在 )8# %，使得 *’ (（)8）& , $这发生了矛盾 $因此，&)#%(（)）&
, ’&)#% (（)）&,() $故定理得证 $
注 ! 定理%除了在证明方法上与文献［%］中的定理 !+%不同外，还从以下几个方面推广了文献［%］中的

定理 !+% $
$% % 从9"空间推广到没有凸结构和线性结构的一般拓扑空间；
&% 集值映射 ( 从具有闭值减弱为具有转移闭值；
’% 容易验证文献［%］中定理 !+%的条件（##）是本文定理 %条件（###）的特例；
(% 条件 &%’ 在本定理中被去掉 $
现在来验证文献［%］中定理 !+%的条件（##）是上述定理 %的条件（###）的特例（有关 9"空间以及 9"凸的定

义参见文献［,］），也就是要验证由文献［%］中定理 !+%的条件（##）可以推得本文定理 %的条件（###）$ 文献［%］
中定理 !+%的条件（##）为：$*#,，集合｛)#%：（*，)）’&｝为 9 $凸，且 &%’ $

现假设$+#〈%〉，使得$*#,，+&｛)#%：（*，)）’’｝()，则 +&｛)#%：（ *，)）’&｝() $ 由
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文献［!］中的定理 "#$可知存在一个连续映射!!：! ! % $!"，使得对任何 #"!，有!!（! # % $）""（#）$

从而可知#%$&，! (! ! !%｛’$"：（ %，’）&(｝ )% $ " (" !%｛’$"：（%，’）&( )｝" (" !%｛’$"：（%，’）&) )｝ $

由于#%’&，集合｛’$"：（%，’）&)｝为 *"凸，且 !%｛’$"：（%，’）&)｝$〈｛’$"：（%，’）$)｝〉，则由 *"
凸的定义可知

#% $ & ! (! ! !%｛’$"：（ %，’）&(｝ + )$ "｛’ $ "：（%，’）& )｝

由此可知文献［$］中定理 "#$的条件（&&）确实是上述定理 $的条件（&&&）的特例 $
定理 ! 设 , 和 " 为拓扑空间，& 为 , 的紧子集，又设泛函 -，.，/，0：, ’ "!1(｛( )，% )｝满足条

件（&）#（%，’）$, ’ "，-（%，’）) .（%，’），/（%，’）)0（%，’），（&&）- 在 % 处 *"转移下半连续，（&&&）#!$〈"〉，
使得#%$ &，!%｛’$ "：.（ %，’）+ *｝*+，存在一个连续映射!!：! ! % $! "，满足#%$ &，

! (! ! !%｛’$"：.（%，’）+ *｝ )% $ "｛’$"：/（%，’）+ *｝，（&,）集合｛（%，’）$, ’ "：0（ %，’）)*｝是 , ’ "

中的闭集，（,）#’$"，｛%$&：0（%，’）)*｝是非空零调的，则存在 %*$&，使得 -（%*，’）)*，#’$" $
证明 定义集值映射 2："!", 如下：

2（’）3｛% $ ,：-（%，’）) *｝ #’ $ "
设

) 3｛（%，’）$ , 4 "：/（%，’）) *｝
( 3｛（%，’）$ , 4 "：.（%，’）) *｝
5 3｛（%，’）$ , 4 "：0（%，’）) *｝

由条件（&）知#’$"，｛%$,：（%，’）$(｝"2（’），满足定理 $的条件（&&）$ 由条件（&&）可知 2 是转移闭值的，
满足定理 $的条件（&）$ 显然，由条件（&,），5 是 , ’ " 中的闭集 $ 由条件（&&&）可知#!$〈"〉，使得#%$&，

!%｛’$"：（%，’）&(｝*+，存在连续映射!!：! ! % $!"，满足#%$&，! (! ! !%｛’$"：（ %，’）&(｝ )% $ "｛’

$"：（%，’）&)｝$ 由条件（,），#’$"，集合｛%$&：（ %，’）$5｝是非空零调的 $ 于是定理 $的条件全部满
足，从而有%’$" 2（’）%&*+，即存在 %*$&，使得 -（%*，’）)*，#’$" $ 故定理得证 $
推论 " 设,和 " 为拓扑空间，& 为 , 的紧子集，又设泛函 -，.，/，0：, ’ "!1(｛( )，% )｝满足条件

（&）#（%，’）$, ’ "，-（%，’）) .（%，’）) /（ %，’）) 0（ %，’），（&&）- 在 % 处 *"转移下半连续，（&&&）#!$〈"〉，
使得#%$ &，!%｛’$ "：/（ %，’）+ *｝*+，存在一个连续映射!!：! ! % $! "，满足#%$ &，

! (! ! !%｛’$"：/（%，’）+ *｝ )% $ "｛’$"：/（%，’）+ *｝，（&,）集合｛（%，’）$, ’ "：0（%，’）)*｝是 , ’ "

中的闭集，（,）#’$"，｛%$&：0（%，’）)*｝是非空零调的，则存在 %*$&，使得 -（%*，’）)*，#’$" $
推论 ! 设 , 和 " 为拓扑空间，& 为 , 的紧子集，又设泛函 .，/，0：, ’ "!1(｛( )，% )｝满足条件

（&）#（%，’）$, ’ "，/（%，’）)0（%，’），（&&）. 在 % 处 *"转移下半连续，（&&&）#!$〈"〉，使得#%$&，!%｛’

$"：.（%，’）+ *｝*+，存在一个连续映射!!：! ! % $!"，满足#%$&，! (! ! !%｛’$"：.（ %，’）+ *｝ )% $ "｛’$
"：/（%，’）+ *｝，（&,）集合｛（%，’）$, ’ "：0（%，’）)*｝是 , ’ " 中的闭集，（,）#’$"，｛%$&：0（ %，’）)*｝
是非空零调的，则存在 %*$&，使得 .（%*，’）)*，#’$" $
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