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摘要：采用 +阶精度中心差分格式对 ,-.-/0123边界条件下的二维泊松方程进行离散，近边界网格点
处采用 !阶精度差分格式进行离散，利用超松弛迭代进行矩阵求解 )数值计算结果表明，该有限差
分方法具有收敛速度快、精度高的特点，可推广应用于非等间距网格下其他类型偏微分方程的数值

求解 )
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泊松方程是一类应用非常广泛的椭圆型偏微分方程，在流体动力学、渗流理论、电磁学、传热学、结构力

学等学科的基础理论研究中占有重要的地位 )由于只有少量的泊松方程有解析解，因此寻求该类方程高精度
的数值解成为理论研究的重要内容［%!!］)
文献［% 6 +］介绍的二维泊松方程的主要求解方法有：（7）等间距网格 #点或 (点中心差分方法，该算法

简单，但在网格较粗时精度不高；（8）(点紧致格式，可达到 ’阶或 $阶精度，但要求同一坐标方向网格等距
或所有坐标方向网格等距 )在等间距条件下，为了达到理想的计算精度并取得指定点的函数值，必须将网格
细分，这将导致计算量大大增加 )在流体力学边界层理论与湍流理论的研究中，为了确定近壁面的高精度流
动特性，在微小的边界层厚度内往往布置大量的网格点，且网格间距变化剧烈［’!#］，只有在流场的中心区域网

格间距才可适当放宽，因此建立包括压力泊松方程在内的变间距网格高精度离散方法非常必要［$］) 97:23
等［&］采用非等间距网格和紧致格式，成功地对 ;7<-2.=>3?@2A方程进行了数值计算 )本文应用 97:23的方法对
泊松方程进行离散，并通过数值算例验证了本文格式的精度 )

图 ! 网格点布置
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! 非等间距网格的二阶微分差分格式
在矩形区域!!（" B " B #，" B $ B %）内考虑泊松问题

的 ,-.-/0123边值问题：
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如图 %所示，" 方向网格编号为 " B + B ,，每一点坐标
值为 "（ +），$ 方向网格编号为 " B - B .，每一点坐标值为
$（ -）/

" 方向网格间距：0"（ +）C "（ +）D "（ + D %）
$ 方向网格间距：0$（ -）C $（ -）D $（ - D %）
"或 $ 方向的空间步长可以任意加密和变化 /图中

&（ +，-）表示编号为（ +，-）网格点的待求函数值 / + C %，+ C , D %，- C %，- C . D %为近边界点；+ C "，+ C ,，- C "，
- C . 为边界点，其余为内点 /,-.-/0123边值问题中边界点函数值已知 /
! /! 泊松方程在内点的离散
若 " 方向网格编号为 !$ +$, D ! /令 &""满足
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!"" # $%&!!（ % & !，’）( $%&"!（ % & "，’）( $%!（ %，’）( $%("!（ % ( "，’）( $%(! !（ % ( !，’） （!）
式中 $% # !，$% # "，$%，$% $ "，$% $ !与 % 点附近的网格间距 )"（ % # "），)"（ %），)"（ % $ "），)"（ % $ !）有关 *将式（!）中
的 !（ % # !，’），!（ % # "，’），!（ % $ "，’），!（ % $ !，’）在 % 点作 " 方向 %&’()*展开，比较同阶导数项前的系数可得
如下关系式：
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&（)"%&" ( )"%）,$%&! & )"%,$%&" ( )"%(",$%(" (（)"%(" ( )"%(!）,$%(! # +
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若系数 $% # !，$% # "，$%，$% $ "，$% $ !满足式（,），分析式（!）两端 %&’()* 展开式余项的系数可知，!""具有 , 阶
精度 *
若 + 方向网格编号为 !! ’!, # !，同样令 !++满足

!++ # -’&!!（ %，’ & !）( -’&"!（ %，’ & "）( -’!（ %，’）( -’("!（ %，’ ( "）( -’(! !（ %，’ ( !） （-）

-’ # !，-’ # "，-’，-’ $ "，-’ $ !仅仅与 ’ 点的网格间距 )+（ ’ # "），)+（ ’），)+（ ’ $ "），)+（ ’ $ !）有关 *将式（-）中的

!（ %，’ # !），!（ %，’ # "），!（ %，’ $ "），!（ %，’ $ !）在 ’ 点作 + 方向 %&’()*展开，比较同阶导数项前的系数可得如
下关系式：

-’&! ( -’&" ( -’ ( -’(" ( -’(! # +

&（)+’&" ( )+’）-’&! & )+’-’&" ( )+’("-’(" (（)+’(" ( )+’(!）-’(! # +
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若系数 -’ # !，-’ # "，-’，-’ $ "，-’ $ !满足式（.），分析式（-）两端 %&’()* 展开式余项的系数可知，!++具有 , 阶
精度 *
将式（!）与式（-）相加，即可获得式（"）在内点的离散方法：

!! # !"" ( !++ # $%&!!（ % & !，’）( $%&"!（ % & "，’）(（$% ( -’）!（ %，’）( $%(" !（ % ( "，’）(
$%(!!（ % ( !，’）( -’&!!（ %，’ & !）( -’&"!（ %，’ & "）( -’("!（ %，’ ( "）( -’(!!（ %，’ ( !） （/）

! *" 泊松方程在近边界点的离散
若 " 方向网格编号为 % 0 "，令 !""满足

!"" # $%&"!（ % & "，’）( $%!（ %，’）( $%("!（ % ( "，’）( $%(!!（ % ( !，’） （1）
若 " 方向网格编号为 % 0 . # "，令 !""满足

!"" # $%&!!（ % & !，’）( $%&"!（ % & "，’）( $%!（ %，’）( $%("!（ % ( "，’） （2）
若 + 方向网格编号为 ’ 0 "，令 !++满足

!++ # -’&"!（ %，’ & "）( -’!（ %，’）( -’("!（ %，’ ( "）( -’(!!（ %，’ ( !） （3）

+ 方向网格编号为 ’ 0 , # "，令 !++满足
!++ # -’&!!（ %，’ & !）( -’&"!（ %，’ & "）( -’!（ %，’）( -’("!（ %，’ ( "） （"+）

各点系数 $% # !，$% # "，$%，$% $ "，$% $ !，-’ # !，-’ # "，-’，-’ $ "，-’ $ !仅仅与其周围的网格间距有关，求解步骤与内

点方法类似 *泊松方程在近边界点的离散方程依据点的位置，选取式（1）或式（2）与式（3）或式（"+）组合相加 *

" 数值计算方法
将近边界点离散方程式（1）4（"+）与内点离散方程式（/）代入泊松方程，共获得（. # "）（ , # "）个方程，

含（. # "）（, # "）个未知数 *将边界上的已知条件 !（+，’），!（.，’），!（ %，+），!（ %，.）与（. # "）（, # "）个方
程合并组成 . 5 , 个线性方程组，记为

!.,/ .,".,/" # #.,/"
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!!"为!" ! !" 阶稀疏系数矩阵，内点有 "个系数；边界点仅仅在对角线上有唯一系数 #$%，（#，#），（#，" &
#），（! & #，#），（! & #，" & #）’点有 (个系数，其余近边界点均为 )个系数 # "!" ! #为泊松方程在各点待求的

数值解，为 !" ! #阶列矩阵 # #!" ! #为 !" ! #阶列矩阵，边界点的值由式（#）的边界条件给定，近边界点和内
点的值由泊松方程的右项给出 #系数矩阵为稀疏矩阵，采用行迭代与超松弛相结合的方法可以大大减少计算
量 #计算用 *+,-,./ "%语言编程，在双精度制下进行 #

! 数 值 算 例
为了检验非等间距差分格式数值计算泊松方程的精度和速度，在正方形区域内考查精确解问题：

$（%，&）’ 0%( & （%! % ! #，%! & ! #）
本文算例对边界附近点网格加密，网格的坐标值以函数值形式给出 #以 % 方向为例：

%（ )）’ %$1 # * -./2 +（! , 3 * )）
! *[ ]# , -./2 +

3 （%! ) ! ! , 3）

%（ )）’ %$1 # ( -./2 +（ ) * ! , 3）
! *[ ]# , -./2 +

3 （! , 3! ) ! !）

调整 + 值可以使得近壁面附近点的间距发生变化 # + 值越大，近壁面附近点的间距越小，若 % 方向取 "%
个网格，+ 4 )；& 方向取 (%个网格，+ 4 3 #非等间距网格与等间距网格间距分布的对比如图 3所示 #

图 " 网格间距
#$%&" ’()*+ ,+-.++/ %0$12

近边界点和内网格点初始函数值统一赋为 %，通过调整松弛因子，可获得较少的迭代次数和较小的误差
值 #当所有线性方程组等号两端差值的绝对值小于某一较小的正数时，迭代停止，在非等间距网格和等间距
网格中分别计算 #两种格式的迭代次数与计算所耗机时的比较见表 # #其中，泊松方程!$ 4 $%% 5 $&& 4 -（ %，

&）在等距网格中的 "点 ’阶精度离散格式表达为［)］

｛#%［$（ ) ( #，.）( $（ ) * #，.）］* 3［$（ )，. ( #）( $（ )，. * #）］( $（ ) ( #，. ( #）( $（ ) ( #，. * #）(
$（ ) * #，. ( #）( $（ ) * #，. * #）* 3%$（ )，.）｝,!% (｛#%［$（ ) ( #，.）( $（ ) * #，.）］* 3［$（ )，. ( #）(
$（ )，. * #）］( $（ ) ( #，. ( #）( $（ ) ( #，. * #）( $（ ) * #，. ( #）( $（ ) * #，. * #）* 3%$（ )，.）｝,!& ’

) -（ )，.）( -（ ) * #，.）( -（ ) ( #，.）( -（ )，. * #）( -（ )，. ( #） （##）

表 3 "（$，%）4 +$ 5 %的计算精度比较

6),7+ 3 89:()0$29/ 9; )**<0)*= 9; 1$;;+0+/- 2*>+:+2

% , &（网格数） 控制精度 迭代次数 松弛因子 计算时间 , 6

1% ,1%

(% ,(%

"% ,"%

#3% ,#3%

非等间距

等间距

非等间距

等间距

非等间距

等间距

非等间距

等间距

1 ! #% & 1

#% & 1

1 ! #% & 7

3 ! #% & 1

)) #$(3 %$(8
#11 #$)) #$3%
#38 #$(# #$3(
3#( #$"# 8$’7
#38 #$)% 3$81
3)1 #$"8 7$’#
##8 #$(7 1$’"
8(% #$"1 #($%#

在相同的误差控制条件下，本文算例在变间

距网格中所需的迭代次数较少 #若 % , & 取表 #的
等距网格，离散格式取式（##），迭代次数控制为
))，#38，#38，##8，得到的数值解与理论解的最大
误差分别为 1$’’ ! #%& 8，’$" ! #%& 3，%$8(，#$87，明
显大于非等间距的误差值 #

? 结 论

本文采用变间距网格，对二维泊松方程的第

一类边值问题进行差分求解，内点为 8阶精度格
式，近边界点为 3阶精度格式 #

)& 泊松方程在变间距网格中的收敛速度快于等间距网格，并且随着网格数的增加，变间距网格的收敛
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速度优势更加明显 !如果总网格数很少，变间距网格会导致某些区域网格间距增加 !为了获得给定的计算精
度，迭代次数会少量增加 !

!" 变间距网格在近边界处网格密度较大，弥补了近边界处离散格式精度降低的缺陷，整个区域计算精
度依然很高 !

#" 本文介绍的差分格式网格可以在整个计算区域任意加密 !在相同的误差控制条件下，在函数值变化
剧烈的地方采用变间距网格加密可使得数值计算精度提高，迭代次数和计算时间减少 !

$" 与等间距网格相比，变间距网格可以以更少的网格获得指定点的函数值 !泊松方程非等间距有限差
分法可推广应用于泊松方程第二类边值问题或其他类型微分方程的求解 !
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