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无限长空间板在轴对称荷载作用下的位移和应力分析
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摘要：运用汉克尔变换导出了无限长空间板在轴对称荷载作用下的位移和应力解答，并通过与完全

位移约束下的有限深地基模型、半无限大弹性地基模型和文克尔地基模型进行比较，分析它们之间

的异同 ’分析结果表明：当 !!)时，无论底部是光滑刚性支承约束还是完全位移约束，在法向集
中力作用下得到的水平面位移结果与半空间体的布希涅斯克位移解答在水平面上的位移是一致

的；当 !!"时，底部是光滑刚性支承约束与底部是完全位移约束取极限得到的文克勒地基基床系
数是不同的 ’
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众所周知，基础梁、板的理论分析是土木工程和水利工程中十分重要的问题 ’目前在实际工程中，当采用
弹性地基梁、板法进行基础受力和变形分析时，通常采用如下 +种地基模型：（/）文克尔地基模型；（0）半无限
大弹性地基模型；（1）有限深弹性地基模型 ’
自 !"世纪 -"年代初期，徐芝纶教授在国内首先提出有限深地基模型以来，广大科技工作者对该模型进

行了大量的研究工作，并取得了很多研究成果［$!+］’在此基础上，本文运用汉克尔变换导出了无限长空间板在
轴对称荷载作用下的位移和应力解答，并通过与完全位移约束的有限深地基模型、半无限大弹性地基模型和

文克尔地基模型进行比较，分析它们之间的异同 ’

! 轴对称荷载作用下位移和应力
设有无限长空间板作用轴对称荷载，由文献［#］知，由于该无限长空间板的荷载对称，那么在中面 " 2 "

处没有剪应力和垂直位移，因此，空间板的上半部分相当于支承在刚性光滑基础上的一个弹性层，如图 $所
示 #下面对光滑刚性支承的有限深地基在轴对称荷载作用下的应力和位移进行分析 #

图 ! 模型示意图
"#$%! &’()*+ ,- .,/(0

有限深空间弹性地基在其表面的 " 2 "处作用任意轴对称荷载 $（ %）#用 &%，’ 分别表示该弹性体 % 和 "
方向的位移分量；!%，!"，!"，#"%分别表示弹性体的 #个应力分量；(，$分别为弹性体的弹性模量和泊松比；!
为弹性层厚度 #在轴对称问题中，可以采用 3456位移函数%（ %，"）［.］，应满足的重调和方程为
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其对应的位移分量和应力分量为
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对式（!）中的变量 " 进行汉克尔变换得到关于 & 的常微分方程为
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常微分方程（%）的通解为
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式中 )，+，,，- 为任意常数，它们由边界条件确定 .
对式（"）中的应力分量和位移分量做汉克尔变换［)］，整理得到
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函数 .
图 !（+）的边界条件为
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对上述边界条件做汉克尔变换，得到
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将变换后的边界条件式（)）代入式（*），并整理得到
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求解方程组（!）得到
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将上述系数代入式（(），并做汉克尔反变换即得到相应的应力和位移分量解答：
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!" 现假定该有限深空间体在水平面作用半径为 0 的均布载荷为 &，即
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对其做汉克尔变换：
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将式（%*）代入式（,）即得到该有限深空间体在水平面作用半径为 0 的均布载荷 & 下的位移和应力解答 2
令%-"$，* - *，该有限深弹性地基在轴对称载荷作用下的水平面位移为
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对 $ 取极限，容易得到
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积分后得到
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其对应的文克尔地基模型的基床系数为
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#" 设 5 为半径 0 的均布荷载的合力，显然，& - 5 6（!0"），此时在水平面作用法向集中力 5 时，有
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将式（%&）代入式（,）的各分量表达式，即得到在水平面作用集中力时的位移和应力解答 2令%-"$，* -
*，该有限深弹性地基在轴对称载荷作用下的水平面位移为
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对 $ 取极限
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显然，这与半空间体的布希涅斯克解答在水平面上的位移是一致的 +

! 与半无限空间体地基模型的比较
底部完全位移约束下的有限深地基模型，在法向集中力作用下水平面上的位移［&］为
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对 ! 取极限得到
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#
比较式（’,）与式（’1）可知，在法向集中力作用下，当 !!$时，无论底部是光滑刚性支承约束还是完全

位移约束，得到的水平面的位移（垂直位移和水平位移）结果与半空间体的布希涅斯克位移解答在水平面上

的结果是一致的 +

" 与文克尔地基模型的比较
由底部为完全位移约束下的有限深地基模型求得的文克尔地基模型的基床系数［-］为
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式（’0）与式（’&）比较可知，当 !!%时，底部是光滑刚性支承约束和底部是完全位移约束取极限得到的
文克勒地基的基床系数是不同的 +

# 结 语

本文对底部为光滑刚性支承的有限深地基模型在轴对称荷载作用下的位移和应力进行了分析，得到如

下结论：

$% 通过汉克尔变换导出了底部为光滑刚性支承的有限深地基模型在轴对称荷载作用下的位移和应力
解答 +

&% 当 !!$时，无论底部是光滑刚性支承约束还是完全位移约束，在法向集中力作用下得到的水平面
的位移（垂直位移和水平位移）结果与半空间体的布希涅斯克位移解答在水平面上的结果是一致的 +

’% 当 !!%时，底部是光滑刚性支承约束和底部是完全位移约束取极限得到的文克勒地基的基床系数

是不同的，前者对应的基床系数为 , 2 &
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，后者对应的基床系数为 , 2 &（’ 3!）
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