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摘要：对二维连续型随机变量的联合密度函数，在一定要求下变上限积分得到新函数，依据密度函

数性质进行规范化，从而构造出一个广义的边缘密度函数 ,分析该边缘密度函数广义形式与通常形
式之间的关系，探讨密度函数广义形式下的多个性质 ,针对具体的广义形式，得出了多个新结果，并
将密度函数广义形式推广到 ! 维，最后讨论了这一广义形式在舍选抽样中的应用 ,
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! 维连续型随机变量的一维边缘密度函数是联合密度函数在 "! * )上的积分，这一边缘密度函数满足一

维随机变量密度函数的各种性质［)!!］#如果让联合密度函数在 "! * )中的指定区域内变上限积分，则可得到新

的函数，将这一函数规范化得到边缘密度函数的广义形式，本文将讨论其特性和应用 #

! 问题的推导

! #! 广义边缘密度函数定义
设 $（%，&）为二维连续型随机变量（’，(）的联合密度函数，构造如下积分
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其中 *（%），*（&）为黎曼可积函数，且使 $（%），$（&）均不恒为零（大于零）#定义
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称 ,（%），,（&）分别为随机变量（’，(）关于 ’ 和 ( 的广义边缘密度函数，满足密度函数的性质，并称
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为随机变量（’，(）关于 ’ 和 ( 的广义边缘分布函数 #
! #" 广义边缘密度函数与通常的边缘密度函数的关系
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若令 & ) + /，有
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进一步，若 $（%，&）关于 & 为偶函数，即 $（%，* &）4 $（%，&），此时有
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! *" 广义边缘分布函数与通常条件概率的关系
设二维连续型随机变量（(，+）的联合密度函数为 $（#，%），则有
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因此有
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! *# 广义边缘密度的一些性质
’(%(’ 随机变量 ( 和 + 独立式的性质
随机变量 ( 和 + 独立的通常定义：联合分布 /（#，%）等于 ( 和 + 的通常边缘分布 /(（ #）和 /+（ %）的乘

积 *连续型随机变量 ( 和 + 相互独立的等价定义是联合密度几乎处处等于通常边缘密度的乘积［)］*即
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当随机变量 ( 和 + 相互独立时，按照 ’(’中广义边缘密度函数定义有
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则 )（#）!(［/+（"（#））］& $(（#）/+（"（#）） （-）
同理可得 )（%）!+［/(（"（%））］& $+（%）/(（"（%）） （.）
这里 0(［/+（"（#））］为 /+（"（#））的期望，0+［/(（"（%））］为 /(（"（%））的期望 *则
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当 "（·）为常函数时，有
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广义边缘密度的乘积等于通常边缘密度的乘积，这说明了当 ( 与 + 相互独立时，联合密度函数确定上的不
唯一性 *
’(%(# 广义边缘密度下条件密度的新形式
记 )（% #）为已知 ( 1 # 发生的条件下 + 的广义条件密度函数，定义
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由式（’’）可知，不论边缘密度是什么形式，条件期望的期望均为无条件期望 *这与条件期望理论中的重
期望定理结论一致［%］*
’(%() 广义边缘密度的一些具体形式
设二维随机变量（(，+）的密度函数为
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式中 (，)，*，+ 为常数，& #（) $ (）（+ $ *）,
设 -.（"），-/（#）是（.，/）关于 . 和 / 的边际分布函数，-（"，#）是（.，/）的分布函数，这里 -（"，#）#

-.（"）-/（#），即随机变量 . 与 / 相互独立 ,
!" 当 ( % " % )，且 * % 0（"）% +；* % # % +，且 ( % 0（#）% ) 时，有
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若约定 " % ( 或 " ’ ) 时，1（"）# "；# % * 或 # ’ + 时 1（#）# " ,则广义边缘密度函数下的分布函数有
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则当 #$+，"$) 时，有 ’（"）’（#）# ! # -（"，#）
当 " % ( 时，有 ’（"）’（#）# " # -（"，#）
当 # % * 时，有 ’（"）’（#）# " # -（"，#）
其他情况下都有 ’（"）’（#）%-（"，#）
即此时不能以广义边缘分布函数的乘积与联合分布函数的比较验证常见的随机变量独立性 ,

#" 当 ( % " % )，且 0（"）$+；* % # % +，且 0（#）$) 时，有
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即在 0（"）$+，0（#）$) 时，无论 " 和 # 取什么值，都有
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!()() 推广到 6 维形式
设 !（"!，"*，⋯，"6）为 6 维随机变量的联合密度函数，令

!（"6）$&
’

!（"!，"*，⋯，"6）&"!&"*⋯&"62!

’ $｛（"!，"*，⋯，"62!） 2 + 3 "!" 0（"!），⋯，2 + 3 "62!" 0（"62!）｝
其中 0（·）为任意函数并只在使 !（"!，"*，⋯，"6）大于零时取值，按照概率密度的性质规范化，可得如下广义
密度函数：
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广义边缘密度函数的许多特征与函数 0（·）的性质有密切的关系，在实际应用中，可以根据需要选取适
当的 0（·），从而得出对于解决问题有用或重要的部分 ,

$ 应 用 实 例
舍选抽样法是产生伪随机数的一种抽样方法，它不对所产生的随机数都录用，而是建立一个检验条件，

利用这一检验条件进行舍选，得到所需的随机数 ,由于其灵活、计算简单、使用方便而得到较为广泛的应
用［,!-］,
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为规范化常量，则广义边缘密度函数
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设随机变量 + 的密度函数为 ’（ (），则由式（%）知
#
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即此时 + 的密度函数可理解为，在 .")（-）条件下 - 的分布函数的导数 /
因此对随机变量 + 的舍选抽样过程为：（’）产生随机向量（-，.）( %（&，*）；（)）若 .")（-），则令 + *

-，输出 +，否则转（’）/抽样过程通过检验条件 .")（-）对 - 的抽样值进行舍选，从而控制随机变量 + 的
抽样 /
在实际应用中通常构造 + 的密度函数为广义边缘密度函数的形式，其中随机变量 -，. 相互独立 /
这样就可以通过对 -，. 抽样来间接地对 + 抽样，使抽样更简洁［+!,］/

! 结 语

本文对二维联合密度在指定范围积分，得出了一个广义的边缘密度函数，并给出了一些重要性质以及这

一广义密度函数形式下的条件分布，进一步指出这种分布在舍选抽样法中的应用 /若随机变量 + 分布复杂，
难以分析它的性质，则可以考虑通过寻找适合函数 )（·），将其密度函数表示为某已知二维分布的广义边缘
密度函数形式，通过分析这一已知二维分布的性质来间接地分析 + 的性质 /对于在直接分析 + 的性质比较
困难的情况下，间接分析不失为一条很好的途径 /
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